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KAPITEL 14

Einleitung

Diese Vorlesung ist die Fortsetzung der Linearen Algebra 1, und entsprechend baut das
Skript auf dem Skript zur Linearen Algebra 1 auf.

Die Vorlesung Linearen Algebra 2 ldsst sich grob in drei Themenbereiche unterteilen,

e erstens die Fortsetzung des Studiums der Eigenwerttheorie, insbesondere die Frage,
wann ein Endomorphismus diagonalisierbar ist und welche »Normalform« der
darstellenden Matrix im nicht-diagonalisierbare Fall erreicht werden kann,

e zweitens die Konstruktion des »Quotienten« eines Vektorraums nach einem Unter-
raum (und analoger Konstruktionen fiir Gruppen und Ringe) und

e drittens das Studium von Bilinearformen iiber den reellen Zahlen (und Sesquiline-
arformen tiber den komplexen Zahlen).

Im Rest dieser Einleitung sollen diese drei Themen etwas genauer beleuchtet werden.

14.1. Die Jordansche Normalform

Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei f:V — V ein Endo-
morphismus. Wir haben in der Linearen Algebra 1 definiert, wann f diagonalisierbar heifit,
und auch gesehen, dass nicht jeder Endomorphismus diagonalisierbar ist.

Es ist moglich und wichtig, noch bessere Kriterien dafiir zu entwickeln, wann ein Endo-
morphismus diagonalisierbar ist, und fiir Endomorphismen, die diese Eigenschaft nicht
haben, ebenfalls »moglichst einfache« darstellende Matrizen beziiglich geeigneter Basen zu
suchen.

Fiir solche Endomorphismen, die iiberhaupt eine darstellende Matrix in oberer Dreiecksge-
stalt besitzen, werden wir im Satz iiber die Jordansche Normalform zeigen, dass sich eine
darstellende Matrix finden lasst, die hochstens auf der Diagonale und auf der direkt iiber
der Diagonale liegenden Nebendiagonale Eintrige hat.

Um das zu beweisen, werden wir die ersten Wochen der Vorlesung darauf verwenden, die
Theorie des »Polynomrings« iber einem Korper zu entwickeln und zeigen, dass es in diesen
Ringen ganz dhnlich wie im Ring der ganzen Zahlen eine »Primfaktorzerlegung« gibt. Auch
wenn es erst spiter ab der vierten Vorlesungswoche wirklich sichtbar werden wird, wie die
Verbindung zur Linearen Algebra hergestellt wird, stellt sich diese Theorie als essenziell fiir
das weitere heraus.

14.2. Quotienten und andere Universalkonstruktionen

Um zu erkliren, was es mit der Quotientenkonstruktion auf sich hat, betrachten wir die
folgende Situation: Sei K ein Koérper, V ein Vektorraum und U C V ein Untervektorraum.
Wenn f:V — W ein Vektorraumhomomorphismus mit Kern U ist, dann werden Vektoren
v,v unter f genau dann auf dasselbe Element von W abgebildet, wenn die Differenz v — v’
in U liegt. Vektoren, die sich »nur um ein Element aus U unterscheiden«, werden also unter
f »identifiziert«.
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Aber gibt es zu gegebenem U iiberhaupt immer einen Homomorphismus, der U als Kern
hat? Wir haben in der Linearen Algebra 1 gesehen, dass das jedenfalls dann immer der Fall
ist, wenn V endlichdimensional ist. Allerdings mussten wir, um ein solches f zu erhalten,
einen Komplementadrraum zu U wihlen. Dass hier eine Wahl erforderlich ist, ist etwas un-
schon, und an dieser Stelle entsteht auch die Einschrankung auf den endlichdimensionalen
Fall, weil wir den Basisergdnzungssatz benétigen, den wir nur fiir endlichdimensionale
Vektorrdume bewiesen hatten. Die Aussage gilt aber allgemein, und die Konstruktion des
Quotienten V /U und der zughorigen »kanonischen Projektion« V — V /U ist eine abstrakte
Konstruktion eines Vektorraumhomomorphismus mit Kern U.

Insofern kann man argumentieren, dass man diese Konstruktion schon viel frither in der
Vorlesung hitte behandeln konnen, auch schon vor der Einfithrung der Begriffe der Basis und
der Dimension. Andererseits hat man durch die Wahl eines Komplementarraums (jedenfalls
im endlichdimensionalen Fall) einen guten »Ersatz« fiir den Quotienten, und das ist der
Grund, warum es auch nicht schadet, die allgemeine Konstruktion erst etwas spéter zu
machen.

Eine sehr dhnliche Konstruktion ist die des Restklassenringes 7Z/n zusammen mit der
kanonischen Projektion Z — Z/n, die wir in der Linearen Algebra 1 kennengelernt haben
(Abschnitt I.4.2.1). Diese Konstruktion werden wir mit dem Begriff des Quotienten eines
Rings nach einem Ideal weiter verallgemeinern.

Ist G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, dann kann man sich ebenso die Frage
stellen, ob es einen Gruppenhomomorphismus f:G — G mit Ker(f) = H gibt. Dies ist
allerdings nicht immer der Fall! Wenn wir tiber Quotienten von Gruppen sprechen, werden
wir klaren, welche zusitzliche Bedingung H erfiillen muss.

Wirwerden auch besprechen, was es bedeutet, dass der Quotient (beispielsweise eines Vektor-
raums nach einem Untervektorraum) durch eine »universelle Eigenschaft« charakterisiert
werden kann. Mit dhnlichen universellen Eigenschaften lassen sich viele Konstruktionen
charakterisieren, die wir schon gesehen haben (zum Beispiel auch das Produkt und die
direkte Summe von Vektorrdumen, der Kern und das Bild von linearen Abbildungen, ...),
und dieser Begriff ist oft niitzlich, wenn man in anderen Kontexten das richtige »Analogon«
zu einem dieser Begriffe sucht.

14.3. Euklidische und unitire Vektorriume

Ein »euklidischer Vektorraumc« ist ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber den reellen
Zahlen, in dem wir eine zusitzliche Struktur zur Verfiigung haben, die uns erlaubt, Abstinde
zwischen Punkten und die Lange von Vektoren zu messen, dariiber zu sprechen, wann zwei
Vektoren zueinander senkrecht sind, und den Winkel zwischen zwei Vektoren zu definieren.
In Kapitel I.11 wird das fiir den Standardvektorraum R" erkldrt, aber in der Linearen Algebra
2wollen wir eine entsprechende Theorie fiir beliebige (endlichdimensionale) R-Vektorrdume
definieren.

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber R. Wie sich herausstellen wird, kann man
alle die oben genannten geometrischen Begriffe (Abstand, Lange, Winkel) definieren, sobald
ein sogenanntes Skalarprodukt

pVxV-=R

gegeben ist, dass ist eine bilineare Abbildung (d.h. B ist linear in jedem der beiden Faktoren,
also eine multilineare Abbildung V? — R), fiir die auflerdem B(v,w) = B(w,v) fiir alle
v,w € Vund B(v,v) > ofiirallev € V\ {o} gilt. Zum Beispiel kann man dann die Linge
eines Vektors v durch

Iv]} := v/Bv,v)

definieren.
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Fir V = R"ist durch B((x;);, (yi)i) := >.i, Xiy; ein solches Skalarprodukt gegeben, das
sogenannte Standardskalarprodukt.

Es zeigt sich, dass mit einem kleinen Trick auch fiir Vektorraume tiber den komplexen
Zahlen eine ganz dhnliche Theorie entwickelt werden kann, und es ist zum Beispiel fiir
Anwendungen in der theoretischen Physik sehr niitzlich, das zu tun. Wiirde man auf C" das
Standardskalarprodukt durch dieselbe Formel wie fiir R" definieren, dann wiirde natiirlich
im allgemeinen nicht gelten, dass das Skalarprodukt eines Vektors # o mit sich selbst eine
positive reelle Zahl ist. Wenn man die Formel stattdessen abandert zu

B((xi)i, 0i)i) == Z Xyi,

dann gilt aber B(x,x) € R-, firallex € C" \ {0}, so dass man dann wieder die Linge von x
durch ||x|| := /B(x,x) definieren kann. Hier bezeichnet fiir eine komplexe Zahl x = a + ib,
a,b € R, das Symbol x := a — ib die sogenannte komplex konjugierte Zahl. Dann gilt
xX = a* + b*> > ound der Ausdruck ist nur fiir x = o gleich Null.

Um diese Idee umzusetzen, betrachtet man statt bilinearer Abbildungen im Fall eines kom-
plexen Vektorraums V sogenannte Sesquilinearformen, das sind Abbildungen

B:VxV—C,

die im zweiten Eintrag linear, aber im ersten Eintrag »semilinear beziiglich der komplexen
Kopjugation« sind, d.h. es gilt B(xv + x'v,w) = XB(v,w) + X' B, w) fiir alle x,x € C,
v,v,w € V. Die Symmetriebedingung ersetzt man entsprechend durch die Bedingung
B(w,v) = B(v,w).

Dann man ganz parallel die Theorie der euklidischen Vektorrdaume (R-Vektorrdume mit

einem Skalarprodukt) und der unitdren Vektorrdume (C-Vektorrdume mit einem Skalarpro-
dukt im Sinne einer Sesquilinearform) entwickeln.

Man erhilt damit eine Theorie, die nicht nur fiir geometrische Betrachtungen niitzlich ist.
Zum Beispiel werden wir als eine Konsequenz des Spektralsatzes fiir selbstadjungierte Ab-
bildungen (Theorem 19.107) beweisen konnen, dass jede Matrix A € M,(R), die symmetrisch
ist (d.h. A = A"), diagonalisierbar ist.






KAPITEL 15
Ringe

15.1. Definition und erste Eigenschaften

Wir beginnen mit der Definition einer weiteren algebraischen Struktur, der sogenannten
Ringe,in denen eine Addition und Multiplikation existiert, wo wir aber anders als bei Kérpern
nicht verlangen, dass jedes Element # 0 ein multiplikatives Inverses hat. Die Definition
hat verschiedene »Versionen«, je nachdem, ob gefordert wird, dass die Multiplikation ein
neutrales Element hat (das werden wir immer verlangen) und/oder kommutativ ist. Zwei
wichtige Beispiele von Ringen sind der Ring Z der ganzen Zahlen und der Ring M, (K) der
quadratischen Matrizen der Grofle n € N iiber einem Korper K.

DEFINITION 15.1. (I) Ein Ring ist eine Menge R zusammen mit Verkniipfungen
+:R x R — R(Addition)und -:R X R — R (Multiplikation),

so dass gilt:

(a) (R, +) ist eine kommutative Gruppe,

(b) die Multiplikation - ist assoziativ,

(c) es gelten die Distributivgesetze

alb+c)=a-b+a-c, (a+bc=a-c+b-c
firallea,b,c € R.

(2) Wenn die Multiplikation von R kommutativ ist, dann nennt man R auch einen kommuta-

tiven Ring.
(3) Wenn die Multiplikation von R ein neutrales Element besitzt, so wird dieses mit 1 be-

zeichnet, und man nennt R einen Ring mit Eins.
_|

Wir nutzen dieselben Konventionen wie im Fall von Kérpern: Der Multiplikationspunkt
kann ausgelassen werden, wenn keine Missverstdndnisse dadurch entstehen kdnnen. Es gilt
»Punkt- vor Strichrechnung«. Fiir die additive Gruppe (R, +) verwenden wir die iiblichen
Bezeichnungen: Das neutrale Element der Addition in einem Ring bezeichnen wir mit o,
das additive Inverse von a mit —a, und wir schreiben a — b statta + (—b).

In diesem Skript verstehen wir, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, unter
einem Ring immer einen Ring mit Eins. Dann ist das neutrale Element der Multiplikation
eindeutig bestimmt, so dass die in der Definition festgelegte Bezeichnung I sinnvoll ist. In
der Vorlesung treten sowohl kommutative als auch nicht-kommutative Ringe auf.

Fiira € Rundn € Nista" = a- - ---adas n-fache Produkt von a mit sich selbst. Fiirn = o
verstehen wir das wie {iblich als das leere Produkt, d.h. wir setzen a® = 1.

DEFINITION 15.2. Sei R ein Ring. Ein Element a € R heifst eine Einheit, wenn a ein mul-
tiplikatives Inverses besitzt, d.h., wenn b € R existiert mit ab = ba = 1. Die Menge aller
Einheiten von R bildet beziiglich der Multiplikation eine Gruppe, die wir die Einheitengruppe
oder multiplikative Gruppe von R nennen und mit R* bezeichnen. o
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Ist R ein Ring und b € R eine Einheit, so ist das multiplikative Inverse von b eindeutig
bestimmt und wird auch mitb~" bezeichnet. Im Fall kommutativer Ringe,woalsoab™ = b~ 'a
firallea € R gilt, verwendet man auch gelegentlich die Bruchschreibweise j fiir das Element
ab~'.Ist der Ring nicht kommutativ, so sollte man diese Schreibweise vermeiden, weil unklar
bleibt, ob ab™ " oder b 'a gemeint ist.

BEISPIEL 15.3. (I) Die ganzen Zahlen bilden beziiglich der tiblichen Addition und Multipli-
kation einen kommutativen Ring. Es ist Z* = {1, —1}.

(2) Istn € N5, soist Z/n mit der Addition und Multiplikation von Restklassen modulo
n ein kommutativer Ring. Das haben wir (ohne das Wort »Ring« zu verwenden) in Ab-
schnitt I.4.2.1 nachgepriift. Die Einheitengruppe (Z/n)* besteht aus den Restklassen
aller derjenigen Zahlen m € Z, die zu n teilerfremd sind, siehe Satz I.4.16.

(3) Jeder Korper ist ein kommutativer Ring. Ein Ring ist genau dann ein Kérper, wenn er
kommutativist und R* = R\ {o} gilt. Insbesondere stimmt fiir einen Korper K die neu
eingefiithrte Schreibweise K* mit der im vergangenen Semester eingefiihrten tiberein.

(4) Sei K ein Korper, n € N. Dann ist M,(K) mit der Addition von Matrizen umd dem
Matrizenprodukt ein Ring, der sogenannte Matrizenring. Ist n > 2, dann ist der Ring
M, (K) nicht kommutativ.

(5) Ist K ein Korper und V ein K-Vektorraum, so ist Endg (V) mit der Addition von linearen
Abbildungen und der Verkettung von linearen Abbildungen als Multiplikation ein Ring,
der sogenannte Endomorphismenring von V. In diesem Ring entspricht die Potenz eines
Elements f also der entsprechend hédufigen Verkettung des Endomorphismus f mit sich
selbst, zum Beispiel: f3 = f of o f.

(6) Die einelementige Menge R = {0} ist (mit der einzig moglichen Addition 0 + 0 = ound
Multiplikation o - 0 = 0) ein Ring, der sogenannte Nullring. Dies ist der einzige Ring, in
dem 1 = 0 gilt, denn in jedem Ring gilt 1 - a = a fiir alle a nach Definition des Elements 1
undo-a = o.

(7) Sind Ry, R, Ringe, soist R; X R, mit der komponentenweisen Addition und Multiplikation
ein Ring, das sogenannte Produkt von R; und R,. Das bedeutet

(xlaxz) + (_Vh_)’z) = (xl + Y1, X2 +y2)7 (xlaxz) . (_)’Iayz) = (xLYI;xzyz)~

Das Nullelement ist (0, 0), das Einselement ist (1, 1). Ist allgemeiner I irgendeine Menge
undsind R;,i € I, Ringe, soist das Produkt [ [;.; R; mit der komponentenweisen Addition
und Multiplikation ein Ring, das Produkt der Ringe R;.

(8) Ist R ein Ring und X eine Menge, so bildet die Menge Abb(X, R) aller Abbildungen von X
nach R einen Ring mit

(f +9)(x) = f(x) +g(x),
(f-9)(x) = f(x) - g(x).
Das Null- und Einselement sind die konstanten Abbildungen x +— o und x — 1. Wenn R
kommutativ ist, dann ist auch dieser Ring kommutativ.

Wir kénnen Abb(X, R) identifizieren mit dem Produkt R* = [],_y R. Dabei entspricht
eine Abbildung f:X — R dem Element (f(x)), € R*.

O

In jedem Ring Rgilto-a = o0 =a-ound (—1)a = —a = a- (—1) fur allea € R. Das folgt
aus dem Distributivgesetz. Aus ab = ac folgt allerdings im allgemeinen nicht, dass b = c ist;
ebenso impliziert ab = o nicht unbedingt, dass a = o oder b = o gilt. (Geben Sie fiir beide
Aussagen Beispiele im Matrizenring M,(K).) Vergleiche aber Definition 15.28, Lemma 15.32.
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DEFINITION 15.4. Seien R, S Ringe. Ein Ringhomomorphismus von R nach S ist eine Abbildung
f:R — §,sodass gilt:

(a) furallex,y € Ristf(x +y) = f(x) + f(y),
(b) furallex,y € Ristf(xy) = f(x)f (y),
(c) esgiltf(1) =1.

BEMERKUNG 15.5. Ist f:R — S ein Ringhomomorphismus, so gilt f(0) = ound f(—x) =
—f'(x) fir allex € R. Ferner induziert f einen Gruppenhomomorphismus R* — S$* zwischen
den Einheitengruppen, denn aus ab = 1 folgt f (a)f (b) = f(ab) = f(1) = 1,also f(a) € §*. ¢

Wie man leicht nachpriift, ist die Verkettung von Ringhomomorphismen wieder ein Ring-
homomorphismus. Fiir jeden Ring R ist die identische Abbildung idg ein Ringhomomor-
phismus.

BEISPIEL 15.6. SeiR ein Ring. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus
¢:Z — R. Denn nach Definition eines Ringhomomorphismus muss ¢(1) = 1 gelten, wobei
links die ganze Zahl 1 und rechts das Element 1 € R gemeint sind. Es folgt fiir allen € N>,
dass
p(n)=1+---+1,

wobei in der Summe rechts das Element 1 € R zu sich selbst addiert wird, und die Summe
aus n Summanden besteht. Schlieflich hat man ¢(—n) = —¢(n), so dass ¢ auch auf den
negativen ganzen Zahlen eindeutig festgelegt ist. Es ist nicht schwer zu iiberpriifen, dass es
sich bei dieser Abbildung tatsdchlich um einen Ringhomomorphismus handelt.

Wir haben diese Abbildung in dem speziellen Fall, dass R ein Korper ist, schon im Ab-
schnitt I.4.2.2 betrachtet; siehe auch Ergdnzung 18.34.

Wie bei Koérpern bezeichnen wir das Bild der ganzen Zahl n unter diesem Ringhomomor-
phismus oft auch einfach wieder mit n. In diesem Sinne konnen wir n als Element jedes
Rings R auffassen. Allerdings kann, wie schon bei Kérpern, dann m = nin R gelten, auch
wenn die ganzen Zahlen m und n unterschiedlich sind. O

BEISPIEL 15.7. Wir kénnen nun Lemma I.4.13 eleganter formulieren: Die natiirliche Abbil-
dung Z — Z/n ist ein Ringhomomorphismus (und dies ist der Ringhomomorphismus aus
Beispiel 15.6 fiir den Ring Z/n). O

BEISPIEL 15.8. Sei K ein Korper.

(1) Sei V ein K-Vektorraum. Sei Endg, (V) die Menge aller Gruppenendomorphismen V —
V der additiven Gruppe (V,+). Mit der iiblichen Summe von Abbildungen als Addition
und der Verkettung von Abbildung als Multiplikation ist Endg(V) ein (im allgemeinen
nicht-kommutativer) Ring. Das Einselement ist die Abbildung idy.

Fira € K ist die Skalarmultiplikation mit a ein Gruppenendomorphismus V. — V,
also ein Element von Endg,(V). Hier benutzen wir eines der Distributivgesetze fiir die
Skalarmultiplikation auf V.

Wir erhalten so einen Ringhomomorphismus K — Endgp (V). Die Kompatibilitit mit
der Addition entspricht »dem anderen« Distributivgesetz, die Kompatibilitdt mit der
Multiplikation V dem »Assoziativgesetz«. Dass Skalarmultiplikation mit 1 € K die
identische Abbildung ist, ist ein weiteres der Vektorraumaxiome.
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(2) Seinun V eine kommutative Gruppe, die wir additiv schreiben, und sei ¢p:K — Endgp(V)
ein Ringhomomorphismus. Dann erhalten wir durch a - v := ¢(a)(v) eine Skalarmulti-
plikation und damit die Struktur eines K-Vektorraums auf V.

Mit dem Begriff des Homomorphismus erhalten wir wie iiblich auch einen Begriff von
Isomorphismen zwischen Ringen:

DEFINITION 15.9. Ein Ringisomorphismus ist ein Ringhomomorphismus f:R — S, derart dass
ein Ringhomomorphismus g:S — R existiert, der eine Umkehrabbildung zu f ist, d.h. so
dassgof =idgundf og = idg gilt. =

Wie bei Gruppen und Vektorraumen beweist man:

LEMMA 15.10. Seif:R — S ein Ringhomomorphismus. Die Abbildung f ist genau dann bijektiv, wenn
f ein Isomorphismus ist.

DEFINITION 15.11. Sei§ ein Ring. Eine Teilmenge R C S heifdt Unterring, wenn R eine Unter-
gruppe der additiven Gruppe von Sist, fiir alle x, y € R auch das Produkt xy in R liegt, und
das Einselement von S in R liegt. —

BEISPIEL 15.12. Seien K ein Kérper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und % eine
Basis von V. Dann ist die Abbildung Endk (V) — My (K), f — MZ(f), ein Ringisomorphis-
mus. O

ERGANZUNG 15.13. Seien wie in Beispiel 15.12 K ein Kérper und V ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Man kann zeigen, dass jeder Isomorphismus Endg (V) — M, (K) die Form
f = MZ%(f) fiir eine Basis % von V hat. Das ist ein Spezialfall des Satzes von Skolem und
Noether". O Ergdnzung 15.13

Ist R C S ein Unterring, so ist R mit der Addition und Multiplikation von S selbst ein Ring
und die Inklusionsabbildung R — S, x — x, ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Ist
andererseits :R — S ein injektiver Ringhomomorphismus, so ist 1(R) ein Unterring von S
und die Abbildung R — 1(R) ein Ringisomorphismus.

BEISPIEL 15.14. Zwei eng verwandte Beispielklassen von Ringen, die im weiteren Verlauf
der Vorlesung eine grofie Rolle spielen werden, sind die folgenden.

(1) Seien K ein Kérper und A € M,(K). Dann ist

n
K[A] == {ZaiAi; neN, a e K}

i=0

ein Unterring von M,(K). Der Ring K[A] ist kommutativ.

Thttps://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Skolem-Noether
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(2) Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und f € Endg (V). Dann ist

n
K[f] == {Zaji; necN, aq ¢ K}
i=0

ein Unterring des Endomorphismenrings End (V). Hierbei bezeichnet f’ die i-te Potenz
von f im Ring Endk (V), d.h. die i-fache Verkettung von f mit sich selbst. Der Ring K[f] ist
kommutativ.

Ist Vendlichdimensional und # eine Basisvon V,dann schriankt sich der Isomorphismus
Endg (V) — M,(K) aus Beispiel 15.12 ein zu einem Isomorphismus K[f] — K[A].

O
15.2. Ideale
DEFINITION 15.15. Seif:R — R’ ein Ringhomomorphismus. Dann heifien
Imf :=f(R)
das Bild und
Kerf :=f'({o})
der Kern des Ringhomomorphismus f. =

Weil ein Ringhomomorphismus f insbesondere ein Homomorphismus der zugehérigen
additiven Gruppen ist, folgt aus Lemma [.8.24, dass f genau dann injektivist, wenn Ker(f) =
{o} gilt.

Es ist leicht zu sehen, dass in dieser Situation Im f wieder ein Ring ist. Weil meist 1 ¢ Ker f

gilt, ist der Kern eines Ringhomomorphismus in der Regel kein Ring in unserem Sinne,
allerdings stets ein sogenanntes Ideal:

DEFINITION 15.16. Sei R ein Ring. Eine Teilmenge a C R heift Ideal von R, falls a eine
Untergruppe von (R, +) ist und falls fiir allea € aund x € R gilt: xa € aund ax € a. !

BEMERKUNG 15.17. Fiir die Bezeichnung von Idealen werden hiufig Frakturbuchstaben
benutzt (vor allem a, b, ¢ und fiir Ideale mit speziellen Eigenschaften auch m, n, p, q). Daher
hier eine Liste.

a b cd e f g hij k 1 m
a b ¢ 0 e f g bh i j €& [ m
A B ¢ D ¢ §F 6 H T J K LM
n o p q r s t u v w x vy z
n o p g v s t u v W r v 3
M O P QR G T UY WX Y 3

Und noch einmal handgeschrieben (in einer Annéherung der Siitterlin-Schreibschrift?; fiir
das kleine »s« gibt es zwei Formen, je nachdem, wo im Wort es steht):

o bt &%iqi}i?’rw(lwwc q ot |6 b o w gy
O6LUe a4t RIMITRGR Y FUOD ML

O

2https://de.wikipedia.org/wiki/S%C3%BCtterlinschrift
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BEISPIEL 15.18. (I) Injedem Ring sind {o} (das Nullideal) und R (das sogenannte Einsideal)
Ideale.

(2) Ist a ein Ideal eines Rings R, das eine Einheit von R enthilt, so gilt 1 € R und folglich
a=R.

(3) Ist K ein Korper, so sind {0} und K die einzigen Ideale von K. Ist andersherum R ein
kommutativer Ring, in dem {0} und R die einzigen Ideale sind, dann ist R (warum?) ein
Korper.

(4) Ist f:R — S ein Ringhomomorphismus, dann ist Ker(f) C R ein Ideal. Wir wissen
bereits, dass es sich um eine Untergruppe von (R, +) handelt, da f insbesondere ein
Gruppenhomomorphismus ist. Auerdem gilt fiir x € R, a € Ker(f), dass f(xa) =
f(x)f(a) = o, alsoxa € Ker(f), und genauso zeigt man ax € Ker(f). Wir werden spiter
sehen, dass fiir jeden Ring R und jedes Ideal a C R ein Ringhomomorphismus R — S
mit Kern a existiert. (Siehe Abschnitt 18.4.)

O

BEISPIEL 15.19. Wir betrachten den Ring Z der ganzen Zahlen. Istd € Z, so ist die Menge
(d) :=A{xd; x € Z}

aller Vielfachen von d ein Ideal (und wir werden in Satz 15.39 sehen, dass im Ring Z alle
Ideale diese Form haben). O

ERGANZUNG 15.20. Der Begriff Ideal geht auf Ernst Kummer?® zuriick, der ihn im Bereich
der Zahlentheorie einfiihrte und als Abkiirzung fiir »ideale Zahlen« verstand. Dort treten
Ringe auf, in denen das Analogen der eindeutigen Primfaktorzerlegung zwar nicht mehr
fur die Elemente des Rings gilt, aber wo man eine analoge Aussage fiir die Ideale des Rings
beweisen kann. Siehe auch Ergdnzung 15.55. O Erginzung 15.20

Der Durchschnitt von Idealen ist wieder ein Ideal. Wir erhalten so den Begriff des von einer
Teilmenge von R erzeugen Ideals.

DEFINITION 15.21. Sei R ein Ring und sei M C R eine Teilmenge. Wir schreiben (M) fiir den
Durchschnitt aller Ideale von R, die M als Teilmenge enthalten, und nennen (M) das von der
Teilmenge M erzeugte Ideal. Es handelt sich dabei um das kleinste Ideal von R, das M enthilt,
das heifdt: Ist a C R ein Ideal mit M C a, so gilt (M) C a. -

Im FallM = {x, ..., x, } schreibt man auch (x,, ..., x,) statt ({x,, ...,x,}). Der Fall von Idealen,
die von einem einzigen Element erzeugt werden, ist besonders wichtig; diese Ideale nennt
man Hauptideale. Ist R ein kommutativer Ring und a € R, so gilt

(a) = {xa; x € R}.
Esist (0) = {0} das Nullideal und (1) = R das Einsideal von R.

In einem kommutativen Ring kann man die Elemente eines Ideals der Form (xy, ..., x,) dhn-
lich explizit beschreiben wie die Elemente eines von einer Menge erzeugten Untervektor-
raums in einem Vektorraum. Es gilt

n
(xIa "',xn) = {Zaixi; a; € R} )
i=1

denn die rechte Seite ist, wie man nachrechnet, ein Ideal, und es ist klar, dass sie in der linken
Seite enthalten ist.

3https://de.wikipedia.org/wiki/Ernst_Eduard_Kummer
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15.3. Der Polynomring iiber einem (kommutativen) Ring

Ist K ein K6rper und A eine quadratische Matrix in M, (K), dann m6chten wir die Polynom-
funktion K — K, A — det(A — AE,), untersuchen (bzw. die Funktion A — det(AE, — A), die
sich spiter als etwas »schoner« erweist und sich von der vorgenannten Funktion nur um
den Faktor (—1)" unterscheidet), um die Eigenwerte von A zu untersuchen. Der Ring der Po-
lynomfunktionen K — K hat aber (im Fall endlicher Korper) einige unschone Eigenschaften
(es ist kein Integritédtsring im Sinne von Definition 15.28 unten). Es ist daher niitzlich, eine
Variante dieses Rings einzufiihren, den sogenannten Polynomring.

Sei R ein kommutativer Ring. Wir wollen den Polynomring iiber R definieren, wobei wir uns
ein Polynom als einen »formalen Ausdruck« der Form

vorstellen, also als eine Linearkombination von Potenzen der »Unbestimmten« X mit Koeffi-
zienten a; € R. Dabei sollen zwei Polynome genau dann gleich sein, wenn alle Koeffizienten
gleich sind (wobei wir erlauben, zusitzliche Summanden o - X" hinzuzufiigen, um auch zwei
Polynome vergleichen zu kénnen, in denen die Summationsgrenzen unterschiedlich sind).
Der Begriff des Polynoms wird sich daher im allgemeinen Fall vom Begriff der Polynom-
funktion (Abschnitt I.4.3) unterscheiden, siehe Bemerkung 15.27.

Es ist auch klar, wie wir mit Polynomen »rechnen« mochten, d.h. wie die Addition und Mul-

tiplikation von Polynomen vonstatten gehen sollte: Polynome werden »koeffizientenweise«
addiert, d.h.

n n n
ZaiXi + Zb,’Xi = Z(ai + h,’)Xi,
i=0 i=0 i=0
wobei man beachte, dass wir uns durch »Auffiillen mit Nullen« immer auf den Fall zuriickzie-
hen kdnnen, dass beide Summen denselben Summationsbereich haben. Die Multiplikation
ist eindeutig dadurch festgelegt, dass das Distributivgesetz gelten soll, und dass

X . X =X firallei,j > o

gelten soll. Es folgt dann

(S ) (Sow) 3o 3 om

i=0 \j+k=i
fur das Produkt von zwei allgemeinen Polynomen. Dabeiisto <j <m,0 <k < n.

Ein technisches Problem bei der ganzen Sache ist, wie man das Symbol X in die Definition
einbaut, bzw. was X eigentlich »ist«. Die Losung, die wir wihlen, ist, das X zundchst einmal
zu vergessen. Ein Polynom soll ja durch seine Koeffizienten festgelegt sein und wir miissen
nur beschreiben, wie mit Tupeln von Koeffizienten gerechnet werden soll. Danach kénnen
wir das Element X des Polynomrings definieren als das Polynom mit Koeffizienten a; = o
firallei # 1und a; = I. In der Tupelschreibweise schreiben wir die Koeffizienten in der
Reihenfolge (ao, a;, a,, ... ).

DEFINITION 15.22. Der Polynomring R[X]| iiber R in der Unbestimmten X ist der Ring aller
Folgen (a;);cy mit nur endlich vielen Eintrdgen # o, mit elementweiser Addition und der
Multiplikation

(@)i- (Bi)i= | > ajby

j+k=i
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Dies ist ein kommutativer Ring mit1 = (1,0, 0,...) (und 0 = (0, 0, ... )). Die Elemente von
R[X] heiflen Polynome.

Wir setzen X := (0,1,0,0,...) € R[X] und erhalten dann

(ao,al,az, ) - Zale,

i>o0

wobei nur endlich viele g; von Null verschieden sein diirfen. Insbesondere kdnnen wir jedes
Element von R[X] in eindeutiger Weise in der Form } ;- , @;X" schreiben (fast alle a; = 0). -

Es ist nicht schwer nachzurechnen, dass fiir diese Verkniipfungen tatsachlich alle Ringaxio-
me erfiillt sind. Der Ring R[X] ist ein kommutativer Ring.

Die Abbildung R — R[X],a +— (a,0,0,...) ist ein injektiver Ringhomomorphismus und wir
fassen vermoge dieses Homomorphismus Elemente von R als Elemente von R[X] auf. Diese
Elemente heifien konstante Polynome.

An Stelle von X kann man natiirlich auch andere Buchstaben verwenden, um die Unbestimm-
te zu bezeichnen, wir kénnen also auch von den Polynomringen R[x], R[T], usw. sprechen.

BEMERKUNG 15.23. Achtung: Ist S ein Ring, R C S ein Unterring und & € S, dann verwendet
man die eckigen Klammern auch mit einer etwas anderen (allgemeineren) Bedeutung, und
zwar bezeichnet R[a] dann nicht den Polynomring in der Unbestimmten « (was ja auch pro-
blematisch wire, weil dann a zwei verschiedene Bedeutungen hitte), sondern den Unterring
von S, der aus allen polynomialen Ausdriicken in a besteht:

n
Rla] = {Zaiai; neN,ag; e R} CS.

1=0
Beispiele dafiir sind die Ringe K[A]| und K|[f] aus Beispiel 15.14. Ein anderes Beispiel ist der
Kérper Q[v/2] = {a+by/2; a,b € Q} C R--hiersind die héheren Potenzenvon /2 (warum?)
verzichtbar. Allgemeiner verwendet man diese Notation auch, wenn ¢:R — S ein (nicht
notwendig injektiver) Ringhomomorphismus ist, fiir & € S schreibt man dann

n

Rla] = {Z $(a;)a’; n €N, a; € R} cs.
i=0

Mit der in Satz 15.24 eingefithrten Terminologie ist also R[a] C S das Bild des Einsetzungs-

homomorphismus R[X] — S, f — f(a), der durch X — aund ¢:R — S gegeben ist.

Wenn man mochte, dann kann man die Schreibweise R[X] als Spezialfall der hier beschrie-
benen Notation betrachten, denn der Ring R[X] besteht ja genau aus allen polynomialen
Ausdriicken in X mit Koeffizienten in R. O

Allgemeiner kann man Polynomringe in mehr als einer Unbestimmten definieren, etwa
R[X:,X;, ..., Xn) oder sogar R[X;, i € I| fiir eine beliebige Menge I. Man kann dabei den Fall,
dass die Indexmenge I unendlich viele Elemente hat, zulassen; es werden aber nur endliche
Summen und Produkte der Unbestimmten und ihrer Potenzen gebildet, d.h., dass in jedem
einzelnen Polynom nur endlich viele der Unbestimmten X; auftreten kdnnen.

Istf =" &X' € R[X]ein Polynom mit Koeffizienten in R und x € R, so kénnen wir x fiir
die Unbestimmte X »einsetzen«: Wir definieren

f(x):= Zaixi €R.
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Im folgenden Satz wird das noch etwas verallgemeinert und prézisiert. Erstens konnen wir
nicht nur Elemente aus R einsetzen, sondern Elemente aus einem Ring S, sobald wir »wissen,
wie die Koeffizienten (aus R) als Elemente von S aufgefasst« werden sollen. Formal verlangen
wir, dass ein Ringhomomorphismus R — S gegeben ist. Zweitens erhalten wir fiir fixiertes x
auf diese Weise einen Ringhomomorphismus R[X] — R (bzw. im allgemeineren Fall R[X] — §),

das heifdt (f +g)(x) = f(x) + g(x), (fg)(x) = f(x)g(x) und fur f = 1 gilt f(x) = 1.

SATz 15.24 (Einsetzungshomomorphismus). Sei R ein kommutativer Ring, ¢p:R — S ein Ringho-
momorphismus und x € S. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismus ®:R[X] — S
mit ®(a) = ¢p(a) fiirallea € R und ®(X) = x, namlich

z": a;X' — z": ¢ (a;)x.

BEWEIS. Aus den Bedingungen ®(a) = ¢(a) fiir allea € R und ®(X) = x ergibt sich,
weil ® ein Ringhomomorphismus ist, die angegebene Formel fiir das Bild eines beliebigen
Polynoms unter ®. Es ist also nur noch zu zeigen, dass diese Formel wirklich einen Ringho-
momorphismus beschreibt. Das folgt aus einer einfachen direkten Rechnung, die ausnutzt,
dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist. O

Wir schreiben in der Situation des Satzes auch f(x) = ®(f).

Die Abbildung ¢ wird oftmals nicht explizit angegeben, wenn »klar« ist, um welche Abbil-
dung es sich handelt. Die drei (fiir uns) wichtigsten Fille sind

(I) R =Sund ¢ = idp,
(2) R C Sistein Unterring und ¢ ist die Inklusionsabbildung R — S, x — x.

(3) R = Kistein Korper, S = M,(K) der Matrizenring (n € N),und ¢:K — M, (K) ist gegeben
durch a — aE,.

BEISPIEL15.25. (1) SeiK = Q,A = (; Z) und f = X* — 5X + 5. Dann ist (mit ¢ wie in
Punkt (3) der vorhergehenden Liste)

an a2 (7 10\ (5 10 5 o\ (7 o
f(A)_A 5E;,A+5E, =A 5A+5E2—<15 22) (IS 20>+<0 5>_<o 7>.

(2) Die Ringe K[A] und K[f] aus Beispiel 15.14 sind gerade die Bilder der Einsetzungshomo-
morphismen

K[X] = Mu(K), XA, und K[X] — Endg(V), X — f.

Dass es sich um Ringhomomorphismen handelt, besagt, dass die Multiplikation von
Polynomen der Multiplikation in M, (A) (also dem Matrizenprodukt) bzw. in Endg (V)
(also der Verkettung von Endomorphismen) entspricht. Zum Beispiel wird unter dem
rechten Ringhomomorphismus das Polynom X* — 1 auf den Endomorphismus f? — idy
abgebildet:

fz—idviV—>V, V'—)f(f(v))—v‘
O

DEFINITION 15.26. SeiR ein kommutativer Ring, f = E?I:o a; X! € R[X] mitay # o.Dann
heifdt ay der Leitkoeffizient von f und N der Grad von f, in Zeichen deg f. Das Element a,, heifit
der Absolutkoeffizient (oder: das absolute Glied) von f. Ein normiertes Polynom ist ein Polynom,
dessen Leitkoeffizient gleich 1 ist.
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Wir setzen formal deg 0 = —oc. (Dass das eine gute Idee ist, ergibt sich in Kiirze aus Lem-
ma 15.30.) Es ist also fiir f € R[X] der Grad deg(f) genau dann > o, wenn f # o gilt.
_{

Ein Polynom vom Grad 1 heift auch lineares Polynom, unter einem quadratischen Polynom
versteht man ein Polynom vom Grad 2. Manchmal spricht man auch von kubischen Polynomen
im Sinne von Polynomen vom Grad 3.

BEMERKUNG 15.27. Sei R ein Ring. Ist f € R[X] ein Polynom, so erhalten wir die Abbildung
R — R,x — f(x). Abbildungen dieser Form nennen wir Polynomfunktionen. Die Polynom-
funktionen bilden einen Unterring Pol(R) des Rings Abb(R, R) (siehe Beispiel 15.3).

Die Abbildung

R[X] — Pol(R),
die f € R[X] abbildet auf die zugehorige Polynomfunktion x — f(x), ist ein Ringhomo-
morphismus vom Polynomring R[X] in den Ring der Polynomfunktionen R — R, der nach
Definition von Pol(R) surjektiv, aber im allgemeinen nicht injektiv ist. Ist R ein Kérper mit
unendlich vielen Elementen, so ist dieser Ringhomomorphismus ein Isomorphismus, siehe
KorollarI1.4.28.

Uber einem endlichen Kérper K hat es gewisse Vorteile, mit dem Ring K[X] zu arbeiten, der
-- wie wir in den nachfolgenden Abschnitten sehen werden -- eine relativ einfache Struktur
hat. Insbesondere gilt fiir f,g € K[X]| mitf,g # o, dass auch das Produkt fg # o ist. Diese
wichtige Eigenschaft besprechen wir im folgenden Abschnitt {iber Integritdtsringe. O

15.4. Integrititsbereiche

15.4.1. Definition. SeiR einRing.In diesem Abschnitt betrachten wir nur kommutative
Ringe. Wir haben schon Beispiele von Ringen gesehen, in denen so genannte Nullteiler
existieren -- Elemente x, so dass xy = o fiir ein y # 0 -- die von 0 verschieden sind. Das ist
sozusagen eine unangenehme Eigenschaft, und wir werden uns daher an vielen Stellen auf
nullteilerfreie Ringe einschridnken, also auf Ringe, in denen o der einzige Nullteiler ist. Wir
machen dafiir die folgende Definition.

DEFINITION 15.28. Ein kommutativer Ring R heif3t Integrititsbereich (oder Integrititsring),
wenn R # {o} und fiir allex,y € R mitxy = o gilt: x = o odery = o. -

BEISPIEL 15.29. Der Ring Z und alle Kérper sind Integritédtsbereiche. Der Ring Z/n ist genau
dann ein Integritédtsring, wenn n eine Primzahl ist. In diesem Fall ist Z /n ja sogar ein Kérper.
Andernfalls kénnenwirn = abmit1 < a,b < nschreiben,und dann giltin Z/n,dassa,b # o
aber ab = Oist. O

LEMMA 15.30. Sei R ein kommutativer Ring und seienf, g € R[X|. Dann gilt

(1) deg(f +¢) < max(degf,degg),
(2) deg(fg) < degf + degg, und falls R ein Integritdtsbereich ist, so gilt sogar die Gleichheit.

Wie wir sehen werden, gelten die Aussagen des Lemmas (mit unserer Definition deg(o) =
—o0) auch fiir den Fall, dass f oder g das Nullpolynom ist, wenn man mit —co in der »offen-
sichtlichen« Weise rechnet, das heif3t es gelte
—00 < —00, —oo <nfirallen €N,
und
—00+ (—00) = —00, —oo+n=n+(—o0) =—oofiirallen € N.
Insbesondere ist dann max(—oo,n) = nfirallen € NU {—oc}.
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BEWEIs. Esist klar, dass fiir f = o oder g = o beide Aussagen richtig sind (und das
erkldrt, warum es sinnvoll ist, dem Nullpolynom auf diese formale Art den Grad —oco zuzu-
weisen).

Nun gelte f # ound g # o. Wir schreiben
m n
fX) = aX', gX)=> bX
i=0 i=0

mit a,, # ound b, # 0. Ist m # n, so ist der Grad von f + g gleich der gréfieren der beiden
Zahlen mund n. Ist m = n, dann ist ebenfalls deg(f + g) = max(m, n), es sei denn, es gilt
am = —bp. Im letzteren Fall ist deg(f + g) < max(m, n). Damit ist Teil (1) bewiesen.

Fiir Teil (2) miissen wir nur beobachten, dass

m+tn
fXgX) = [ D abe | X'
i=o0 \j+k=i

gilt, und daher jedenfalls deg(fg) < m + n = degf + degg ist. Weil j,k > o gilt, hat die
Summe fiir i = m + n nur den einen Summanden apb,. Ist R ein Integrititsring, so ist das
Produkt a,b, # 0, und es folgt deg(fg) = m + n. O

KOROLLAR 15.31. Sei R ein Integrititsring. Dann ist auch R[X| ein Integritditsring. Es gilt R[X]* = R*.

BEWEIs. Es folgt aus Lemma 15.30, dass das Produkt von zwei Polynomen f,g € R[X] \
{0} nicht = o sein kann. Es ist auch klar, dass R[X] nicht der Nullring ist, sofern R nicht der
Nullring ist. Also ist R[X] ein Integritdtsring.

Istf € R[X]*, so existiert g € R[X]| mit fg = 1, also ist deg(fg) = 0. Aus Lemma 15.30 folgt
dann deg(f) = deg(g) = o (hier benutzen wir erneut, dass R ein Integritétsring ist!), also
sind f und g konstante Polynome und es folgt f € R*. O

Machen Sie sich klar, dass fiir einen endlichen Korper K der Ring Pol(K) der Polynomfunk-
tionen K — K (siehe Bemerkung 15.27) kein Integritétsring ist.

15.4.2. Teilbarkeit in Integrititsringen. Eine wichtige Eigenschaft von Integritits-
ringen ist die sogenannte Kiirzungsregel.

LEMMA 15.32. Ist R ein Integritdtsring, und sinda, b,c € Rmita # o und ab = ac, so folgtb = c.

BEWEIS. Ausab = ac folgta(b —c) = ab —ac = o,alsob —c = o, weil wira # o
vorausgesetzt haben und R ein Integritdtsring ist. 0

Wir wollen nun den Begriff des Teilers, den wir vom Ring der ganzen Zahlen her kennen,
fur allgemeine Integritdtsringe definieren.

DEFINITION 15.33. SeiR ein Integritétsring. Seiena,b € R

(1) Wir sagen, a sei ein Teiler von b (oder b sei durch a teilbar, in Zeichen a|b), fallsc € R
existiert mit ac = b. Es ist dquivalent zu sagen, dass b ein Vielfaches von a sei. Wenn a kein
Teiler von b ist, dann schreiben wir a 1 b.

(2) Wir nennen a, b zueinander assoziiert, falls c € R* existiert mit ac = b.
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Da das Element c in Teil (2) der Definition eine Einheit sein muss, konnen wir die Gleichung
ac = b auch umschreiben als bc™' = a; wie die Sprechweise suggeriert, kommt es also
nicht auf die Reihenfolge von a und b an. (Die Relation »assoziiert zu« ist symmetrisch,

Abschnitt I.3.14, Definition 1.3.67, siehe auch Definition 15.64 unten.)

LEMMA 15.34. Seien R ein Integritdtsringund a,b € R.

(1) Essind dquivalent:
(i) alb,
(ii) b € (a),
(ili) (b) < (a)
(2) Essind dquivalent:

(1) a und b sind assoziiert zueinander,
(ii) a|bundb|a,
(i) (@) = (b).

BEWEISs. Der Beweis von Teil (1) ist einfach. In Teil (2) ist klar, dass fiir assoziierte Ele-
mente a und b gilt, dass (a) = (b) ist. Wegen Teil (1) ist das dquivalent zu der Bedingung, dass
a|bundb|a. Gilt umgekehrt (a) = (b), etwa b = caund a = db, so folgt a = cda und damit
(1 —cd)a = 0. Weil R ein Integritdtsring ist, folgt a = o (also auch b = o) oder 1 — ¢d = 0, und
das impliziert, dass c und d Einheiten von R sind, also dass a und b zueinander assoziiert
sind. O

Grundlegende Eigenschaften der Teilbarkeit wie die folgenden lassen sich dann leicht be-
weisen:

alb,blc = alc
und

alb,alc = al|(b+c)
firallea,b,c € R.

Es stellt sich heraus, dass der Begriff des Integritéitsrings so allgemein ist, dass keine all-
gemeine »verniinftige« Theorie von Teilbarkeit zu erwarten ist (konkret: im allgemeinen
gibt es kein analoges Ergebnis zur eindeutigen Primfaktorzerlegung, die wir in Z haben).
Besonders gut verhalten sich Integritétsringe, in denen wir eine Division mit Rest, dhnlich
wie in Z, haben.

Im Ring der ganzen Zahlen kénnen wir Division mit Rest durchfiihren: Sind a und b ganze
Zahlen, so existieren q,r € Z mita = qb + r und |r| < |b|. Dabei sind q und r sogar eindeutig
bestimmt: Es ist g die grofite ganze Zahl, die <  ist, und r = a — gb. Die Division mit Rest
ist eine essenzielle Eigenschaft des Rings der ganzen Zahlen, aus der sich viele niitzliche
Eigenschaften folgern lassen, und es ist daher naheliegend zu untersuchen, ob es in anderen
Ringen eine dhnliche »Division mit Rest« gibt. (Siehe auch Ergénzung 1.3.44.)

SATZ 15.35 (Polynomdivision). Sei R ein kommutativer Ring und seien f,g € R[X], so dass der
Leitkoeffizient von g in R* liegt. Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome q,r € R[X] mitdegr <
deg g und so dass

f=ag+r.

Fiir uns ist vor allem der Fall wichtig, dass R ein Korper ist. In diesem Fall ist die Bedingung,
dass der Leitkoeffizient von g eine Einheit ist, dazu dquivalent, dass g # o gilt.
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BEwWEIS. Wir fithren Induktion nach dem Grad von f. Die Voraussetzung an g impliziert
insbesondere, dass g # 0, also deg(g) € Nist. Ist deg(f) < deg(g), so konnen wir einfach
q = o,r = f setzen.

Seinunm := deg(f) > deg(g) =: n.Insbesondereistdannf # o.Seia € Rder Leitkoeffizient
von f und b € R* der Leitkoeffizient von g. Dann ist

h:=f—ab 'X" g

ein Polynom vom Grad < m, denn f und ab~'X™ "g sind Polynome vom Grad m mit demsel-
ben Leitkoeffizienten a. Nach Induktionsvoraussetzung konnen wir h in der Form q,g + r
mit deg(r) < deg(g) schreiben. Wir setzen dann g := q; + ab~'X™ " und erhalten

f=h+ab X" "g=qg+r+ab X" "g=qg+r.

Die Eindeutigkeit kann man folgendermafien begriinden: Ist

f=ag9+rn=q.9+r
mit deg(r;), deg(r,) < deg(g), dann folgt
r2 — 1= (41 — 42)9,

und das ist aus Gradgriinden nur moglich, wenn q; — g, = O ist. Also ist q; = g, und damit
auchr; = r,.

Vergleiche auch Lemma I.4.26 und Beispiel I.4.27. O

DEFINITION 15.36. Ein Integritdtsring R heifdt euklidischer Ring, falls eine Abbildung
6:R\{o} =N

(eine sogenannte Gradabbildung) existiert, so dass fiir allea,b € R,b # o, Elementeq,r € R

existieren, so dassr = o oder §(r) < 6(b) unda = gb +r. =

Eswird in der Definition nicht verlangt, dass g und r fiir gegebene a und b eindeutig bestimmt
sind.

BEISPIEL 15.37. (I) Der Ring Z ist euklidisch, als Gradfunktion kénnen wir den Absolutbe-

trag verwenden: §(a) = |a|. Das folgt daraus, dass wir im Ring Z die Division mit Rest
haben.

(2) SeiK ein Korper. Dann ist der Polynomring K[X] mit der Gradfunktion 6(f) = deg(f)
ein euklidischer Ring. Dies folgt daraus, dass wir im Ring K[X] die Polynomdivision
durchfiihren kénnen.

(3) Der Ring Z[i] = {a + ib; a,b € Z} ist euklidisch (siehe die Ubungsaufgaben).

Menschen, die von der Algebra nichts wissen, kdnnen sich auch nicht die
wunderbaren Dinge vorstellen, zu denen man mit Hilfe der genannten Wissenschaft
gelangen kann.

Gottfried Wilhelm Leibniz
Fundort: http://www.mathe.tu-freiberg.de/~hebisch/cafe/zitate.html
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DEFINITION 15.38. (1) EinIdeal ain einem Ring R heif3t Hauptideal, wenn ein Elementa € R
existiert, so dass a = (a) := {xa; x € R}.

(2) Ein Integrititsring R heif3t Hauptidealring, wenn jedes Ideal in R ein Hauptideal ist.

Der Erzeuger eines Hauptideals ist in der Regel nicht eindeutig bestimmt. Ist R ein Inte-
gritatsring, so folgt aus Lemma 15.34, dass Elemente a, b genau dann dasselbe Hauptideal
erzeugen, wenn sie zueinander assoziiert sind.

SATZ 15.39. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring. Insbesondere gilt:

(1) Der Ring Z ist ein Hauptidealring.

(2) Ist K ein Korper, dann ist der Polynomring K [X| in einer Unbestimmten iiber K ein Hauptidealring.

BEWEIS. SeiR ein euklidischer Ring mit Gradfunktion é. Sei a C R ein Ideal. Ist a das
Nullideal, dann handelt es sich trivialerweise um ein Hauptideal: ¢ = (0). Andernfalls sei
a € a\ {o} ein Element, fiir das der Wert §(a) minimal ist. Wir wollen zeigen, dass a = (a)
gilt. Die Inklusion D ist klar, weil a nach Definition in a liegt.

Seinun x € a. Wir benutzen jetzt, dass R euklidisch ist und schreiben x = ga + r mitr = o
oder 6(r) < 6(a). Istr = o, so folgt x = qa € (a), wie gewiinscht. Der Fall r # 0, 6(r) < 6(a)
kann gar nicht eintreten, denn esistr = x — qa € a, und a war so gewdhlt, dass kein Element
aus a \ {0} unter 6 einen kleineren Wert als 6(a) annimmt. O

BEISPIEL 15.40. Der Ring Z[X] ist kein Hauptidealring (zum Beispiel ist das Ideal (2, X)
kein Hauptideal -- warum?). Insbesondere ist Z[X] kein euklidischer Ring: Die Funktion
deg ist keine Gradabbildung mit den in der Definition euklidischer Ringe geforderten Ei-
genschaften, und es gibt auch keine andere Abbildung Z[X] \ {o} — N, die diese Eigenschaften
hat.

Insbesondere sehen wir, dass der Polynomring tiber einem Integritétsring R nicht unbedingt
ein euklidischer Ring. Wenn man das Studium der Ringtheorie noch ein kleines bisschen
weiterfithrt, kann man zeigen, dass R[X| genau dann ein Hauptidealring ist, wenn R ein
Korper ist. O

Es gibt auch Hauptidealringe, die nicht euklidisch sind, es ist aber nicht ganz einfach, hierfiir
Beispiele zu geben (siehe zum Beispiel [Sch]6.10).

DEFINITION 15.41. SeiR ein Integritdtsring, seiena, b € R.

(1) Ein Element d € R heifdt grofiter gemeinsamer Teiler von a, b, wennd | a, d | b, und fiir jedes
Element d’, das a und b teilt, d’ | d. Man schreibt oft ggT(a, b) fiir einen gréfiten gemein-
samen Teiler von a und b (aber siehe die folgende Bemerkung -- diese Notation ist nicht
ganz unproblematisch!).

(2) Ein Elementd € R heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches von a, b,wenna | d, b | d, und fiir
jedes Element d’, das von a und b geteilt wird, d | d’. Man schreibt oft kgV(a, b) fiir ein
kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b (aber siehe die folgende Bemerkung --
diese Notation ist nicht ganz unproblematisch!).

(3) Die Elemente a, b heiflen teilerfremd, falls 1 ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b
ist.
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Man beachte, dass das Zeichen > in der Definition des Begriffs des gréfiten gemeinsamen
Teilers nicht auftritt -- in einem allgemeinen Integritédtsring steht uns ja keine Anordnung
der Elemente zur Verfiigung. Angewandt auf den Ring der ganzen Zahlen stimmt die obige
Definition aber mit der tiblichen Definition tiberein (siehe Lemma 1.3.53). (Wenn Sie den
Begriff der partiellen Ordnung kennen (Abschnitt I.3.14.3), dann sollten Sie die Definition ei-
nes grofiten gemeinsamen Teilers mit der Definition eines grofiten Elements beziiglich einer
partiellen Ordnung vergleichen. Da die Teilbarkeitsrelation aber meistens nicht antisym-
metrisch ist, und daher keine partielle Ordnung ist, passt das nicht vollstindig zusammen.
Wenn man sich auf die natiirlichen Zahlen als Grundmenge einschridnkt, dann erhilt man
aber eine partielle Ordnung, siehe Beispiel I.3.81. Im allgemeinen Fall konnte man aus jeder
Klasse zueinander assoziierter Element jeweils eines auswéhlen und erhielte dann mit der
Teilbarkeit eine partielle Ordnung.)

BEMERKUNG 15.42. SeiR ein Integrititsring.

(1) Sind a,b € R und erfiillen d, und d, die Eigenschaft eines grofiten gemeinsamen Teilers,
dann giltd, | d, und d, | d;, also sind d; und d, zueinander assoziiert. Andererseits ist fiir
jeden grofiten gemeinsamen Teiler d von a und b und jede Einheit u € R* offenbar auch
ud ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b. Ahnlich verhilt es sich mit dem kleinsten
gemeinsamen Vielfachen.

Weil grofiter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfaches nur bis auf Mul-
tiplikation mit Einheiten aus R eindeutig bestimmt sind, ist es eine ungenaue Notation,
d = ggT(a, b) zu schreiben (und entsprechend fiir kgV(a, b)).

Zum Beispiel sind im Ring Z sowohl 2 als auch —2 ein grofiter gemeinsamer Teiler von
—6 und 14.

(2) Im allgemeinen miissen ein grofiter gemeinsamer Teiler bzw. ein kleinstes gemeinsames
Vielfaches zweier Elemente nicht existieren. Selbst wenn ein grofiter gemeinsamer Teiler
dvona,b € R existiert, kann man d im allgemeinen nicht in der Form xa + yb ausdriicken
(wie es im Ring der ganzen Zahlen moglich ist, siehe Lemma 1.3.53 bzw. den folgenden
Punkt (3)). Im allgemeinen folgt aus der Bedingung, dass I ein grofiter gemeinsamer
Teiler von a und b ist, also nicht, dass das von a und b erzeugte Ideal das Einsideal ist.

(3) Ein Elementd € R ist genau dann ein gemeinsamer Teiler von a und b, wenn (a, b) C (d)
gilt (siehe Lemma 15.34). Wenn (a,b) = (d) ein Hauptideal ist, dann folgt mit demselben
Lemma, dass d ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b ist.

Wir sehen insbesondere, dass in einem Hauptidealring ein grofiter gemeinsamer Teiler
zweier Elemente immer existiert. Aufierdem erzeugen in diesem Fall Elemente a und b
genau dann das Einsideal, wenn 1 grofiter gemeinsamer Teiler von a und b ist.

(4) Ist R sogar euklidisch, dann kann man den gréfiten gemeinsamen Teiler von a und b mit
dem euklidischen Algorithmus (Bemerkung 15.43) berechnen.

Siehe auch Bemerkung 15.54. O

BEMERKUNG 15.43 (Der euklidische Algorithmus). Ist R ein Hauptidealring und sind a,b €
R, so ist (a,b) ein Hauptideal. In euklidischen Ringen kann man mit dem sogenannten
Euklidischen Algorithmus recht leicht ein Element d € R berechnen, fiir das (a,b) = (d) gilt.
Wie in Bemerkung 15.42 erldutert, bedeutet das genau, dass d ein ggT von a und b ist. Wir
nehmen dazu an, dass a, b # 0 ist, denn sonst ist nichts zu tun.

Der Algorithmus besteht darin, induktiv eine Folge ao, a;, a, ... von Elementen in R wie folgt
zu definieren bzw. zu berechnen:
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und fiir i > 1 definieren wir a; durch Division von a;_, durch a;_; mit Rest, d.h. wir schreiben
aj—p = qi1i—; + a;.

Der Algorithmus bricht ab, sobald a,,; = 0 ist, das Ergebnis ist dann d := a;, wie wir
nachfolgend begriinden werden. Weil fiir die Gradfunktion é von R gilt, dass

6(a;) > 6(az) > 6(az) > ---

(solange a; # o gilt), ist das nach endlich vielen Schritten der Fall.
Dann folgt aus a; , = g;a;_; + a;, dass (a;_y,a;) = (a;_,, a;_;) gilt, und aus der letzten Glei-
chung a;,_; = qia, folgta, ; € (ar), also

(@) = (@1, ) = (A2, @) = -~ = (a,b),
wir haben also tatsichlich einen Erzeuger des Hauptideals (a, b) gefunden.
Oft ist es niitzlich, dass der Algorithmus auch eine Moglichkeit liefert, eine Darstellung der
Form a, = xa + yb zu berechnen. Dazu betrachten wir die Gleichungskette

A = Ak—2 — qk—1%k—1

= gy — Qr—1(Ah—3 — qr—2ak—2)

= k13 + (1 + Ge1qe—2) %2

= —Q—1@k—z3 + (I + Ge—1qk—2) (A—s — Tr—3%—3)

aus der wir die gewiinschte Darstellung a, = xa, + ya, = xa + yb erhalten. O

15.4.3. Faktorielle Ringe. Wir wollen nun eine Klasse von Ringen definieren und
untersuchen, in der ein Analogon der eindeutigen Primfaktorzerlegung gilt, die wir vom
Ring der ganzen Zahlen kennen (Satz I.3.56).

Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl p > 1, die sich nicht als Produkt ab mit a,b € Z,
I < a,b < pschreiben ldsst. Um diesen Begriff auf beliebige Integrititsringe zu {ibertragen,
ist es sinnvoll, die Einschrdnkung auf Zahlen > 1 fallenzulassen und auch Zahlen < —1 zu
betrachten, die sich nicht in nichttrivialer Weise als Produkt schreiben lassen. Das Nullele-
ment und die Einheiten 1, —1 € Z* spielen eine Sonderrolle. Der Begriff, den man so erhilt,
ist der des »irreduziblen Elements«, Definition 15.44 (1). Oft ist eine andere Eigenschaft von
Primzahlen aber wichtiger, nimlich die sogenannte Primeigenschaft. Wenn eine Primzahl p
ein Produkt teilt, dann teilt sie auch einen der Faktoren:

plab = pl|aoderp|b.

Siehe Satz I.3.52 fiir einen Beweis. Wir haben diese Eigenschaft von Primzahlen in Ab-
schnitt I.4.2.1 benutzt, um zu zeigen, dass der Restklassenring Z/p fiir eine Primzahl p
ein Korper ist. Diese Eigenschaft ist die Grundlage von Teil (2) der folgenden Definition. In
allgemeinen Integritdtsringen miissen diese Eigenschaften nicht zusammenfallen!

DEFINITION 15.44. SeiR ein Integritdtsring.
(1) Ein Elementp € R\ (R* U {0}) heifit irreduzibel, falls fiir alle a,b € R mit p = ab gilt:
a € R* oderb € R*.

(2) Ein Elementp € R\ (R* U {o}) heifdt prim (oder Primelement), falls fiir alle a, b € R mit
p|abgilt:p|aoderp]|b.



15.4. INTEGRITATSBEREICHE 25

Ist R ein Integritédtsring und sind p,a,b € R mit p = ab # o, dann ist a genau dann eine
Einheit in R, wenn p und b assoziiert sind. Denn wenn a eine Einheit ist, so folgt direkt aus
der Definition, dass p und b assoziiert zueinander sind. Und wenn p und b assoziiert sind,
sagenwir p = ubmitu € R*, so folgt ub = ab und mit der Kiirzungsregel, dassa = u € R* ist.
Wir kénnten also Teil (1) der Definition auch so formulieren, dassp € R\ (R* U {0}) genau
dann irreduzibel ist, wenn in jeder Darstellung p = ab einer der Faktoren zu p assoziiert ist.

SATZ 15.45. Sei R ein Integrititsring. Istp € R prim, so ist p irreduzibel. Ist R ein Hauptidealring, so
gilt auch die Umkehrung.

BEWEIS. Seizunichst p prim. Wenn sich p als Produkt p = ab schreiben ldsst, so folgt
aus der Primeigenschaft p | a oder p | b. Nehmen wir ohne Einschriankung an, dass der erste
Fall eintritt. Andererseits impliziert p = ab auch, dass a ein Teiler von p ist. Wir haben also
a|pundp|a,und es folgt, dass a und p zueinander assoziiert sind. Wie oben bemerkt, zeigt
das die Irreduzibilitét von p.

Seinun R ein Hauptidealring und p € R irreduzibel. Wir wollen zeigen, dass p prim ist. Seien
alsoa,b € R mit p|ab. Nehmen wir an, dass p 1 a gilt, alsoa ¢ (p). Dann ist (p) C (a,p)
eine echte Teilmenge. Hier ist (a, p) das von a und p erzeugte Ideal, das wir folgendermafien
explizit beschreiben konnen:

(@,p) = {xa+yp; x,y € R}.
In der Tat ist klar, dass hier D gilt, daaund pin (a, p) liegen und wegen der Idealeigenschaft
folglich auch alle Ausdriicke der Form xa + yp. Andererseits ist leicht zu sehen, dass die

rechte Seite ein Ideal ist, und weil (a, p) das kleinste Ideal ist, das a und p enthilt, folgt die
Gleichheit.

Weil R ein Hauptidealring ist, ist das Ideal (a, p) ein Hauptideal, es gibt also ein Elementd € R
mit (a,p) = (d). Es folgt dann d | p und wegen der Irreduzibilitidt von p und weil (p) # (d)
ist, dass (d) = R sein muss. Damit erhalten wir 1 € (d) = (a, p), also existieren x, y € R mit
ax + yp = 1. Wir sehen jetzt, dass p | (1 — ax), also erst recht p | (b — abx), und wegen p | ab folgt
nunp|b. O

LEMMA 15.46. Sei R ein Hauptidealring, und seien
o CaCa, C---

Ideale von R, die ineinander enthalten sind. Man spricht von einer aufsteigenden Kette von Idealen in
R.

Dann existierti > 0, sodass a; = q; fiir allej > i. Man sagt, die Kette sei stationir.

BEWEIS. SeiR ein Hauptidealring und sei
ao Cay Cap C---

eine aufsteigende Kette von Idealen in R. Dann ist auch die Vereinigung a := (J;~, a; ein
Ideal. In der Tat, fiirx, y € aexistiereniundj mitx € a;,y € a;. Sei ohne Einschrdnkungi <},
also a; C a;. Dann giltx +y € a; C a. Auerdem gilt fiir alle z € R, dass zx € a; C aist.

Weil R ein Hauptidealring ist, existiert ein Element a € R mit a = (a). Dann muss aber
a in einem der Ideale g; liegen, es folgt a = (a) C a; und damit die Gleichheit a = a; und
insbesondere a; = a; fiir allej > i. g

Ringe, die die Eigenschaft aus dem Lemma haben, in denen also jede aufsteigende Kette
von Idealen stationir ist, heifden auch noethersche Ringe (nach der Mathematikerin Emmy
Noether?).

4https://de.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether


https://de.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether
https://de.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether

26 15. RINGE

Fir R = Z bzw. R = K[X] (K ein K6rper) kann man das Lemma noch einfacher beweisen,
indem man den Absolutbetrag bzw. die Gradfunktion benutzt.

SATZ 15.47. Sei R ein Hauptidealring. Dann ldsst sich jedes Element aus R \ (R* U {0}) als Produkt
von Primelementen schreiben.

BEWEIS. Wegen Satz 15.45 ist es dquivalent zu zeigen, dass sich jedes Element als Pro-
dukt von irreduziblen Elementen schreiben ldsst. Angenommen, das wire nicht der Fall, sei
alsoa, € R\ (R* U {0}) ein Element, das sich nicht als Produkt von irreduziblen Elementen
schreiben lisst. Insbesondere kann dann a, nicht irreduzibel sein, es existiert also eine
Produktdarstellung a, = a;b; mit Nicht-Einheiten a,, b;. Wenn diese Elemente beide als
Produkt irreduzibler Elemente geschrieben werden kénnten, dann bekdmen wir auch eine
entsprechende Darstellung fiir a,. Das ist nicht méglich, wir kénnen also (indem wir nétigen-
falls a; und b, vertauschen) annehmen, dass auch g, sich nicht als Produkt von irreduziblen
Elementen schreiben ldsst.

Wenn wir in dieser Weise fortfahren, erhalten wir eine Folge von Elementen
ai:ai+lbi+l7 i=0,1,2,...,

von R, die simtlich keine Einheiten sind. In Termen von Idealen folgt, dass (a;) C (a;4,) fiir
allei > o gilt, wir erhalten also eine aufsteigende Kette

(ao) c (al) C (az) c ...

von Idealen in R, die nach Lemma 15.46 stationdr wird, es gibt also ein i mit (a;) = (a;;;). Das
impliziert aber, dass b;.; im Widerspruch zu unserer Konstruktion doch eine Einheit in R
ist. O

LEMMA 15.48. Sei R ein Integritdtsring, seien p;, ..., pr € R primund seienqy, ..., qs € R irreduzibel.
Gilt

so gilt r = s und nach einer eventuellen Umnummerierung der q; gilt fiir allei = 1, ..., r, dass p; und q;
zueinander assoziiert sind.

BEWEIS. Seip € R ein Primelement, d.h. aus p|ab folgt p |a oder p | b (fiir allea,b € R).
Per Induktion folgt dann ausp |a; - - - - - an fir Elemente a; € R, dass p einen der Faktoren des
Produktsa; - ---- an teilt: Es existiert i mit p | a;.

Wir beweisen nun eine etwas allgemeinere Aussage als die des Lemmas, namlich: Seien
u € R*,seienpy,...,pr € R primund seiengqy, ..., g5 € Rirreduzibel. Gilt

so gilt r = s und nach einer eventuellen Umnummerierung der g; gilt fiir allei =1, ..., r, dass
pi und g; zueinander assoziiert sind.

Die Aussage des Lemmas folgt, indem wir u = 1 setzen.

Wir fithren Induktion nach r. Der Fall r = 0, indem links das leere Produkt 1 steht, ist trivial,
da irreduzible Elemente per Definition keine Einheiten sein kénnen.

Furr > 1giltp; |pi+---pr = uqy+- - --qs, dass p; eines der g; teilt. (Dass p | u, ist unmoglich, da u
eine Einheit und p, keine Einheit ist.) Nach Umnummerierung der ¢; kénnen wir annehmen,
dass p; | g1, etwa q; = gp;. Weil q; irreduzibel und p, als Primelement keine Einheit ist, folgt
daraus, dass ¢ € R* und sodann, dass q; und p, zueinander assoziiert sind.

Es folgt auch (siehe Lemma 15.32), dass

und per Induktionsvoraussetzung folgt die Behauptung.

Vergleiche auch den Beweis der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegungin Zin Satz1.3.56. [
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Da Primelemente stets irreduzibel sind (Satz 15.45), zeigt Lemma 15.48, dass eine Zerlegung
als ein Produkt in Primelemente immer bis auf Reihenfolge und Ubergang zu assoziierten
Elementen eindeutig ist.

DEFINITION 15.49. Ein Integrititsring R heifit faktoriell, wenn sich jedes Element aus R \
(R* U {o}) als Produkt von Primelementen schreiben lésst. =

Man sagt in der Situation dieser Definition auch, in R gelte die »eindeutige Zerlegung in
Primfaktoren«. Eine (etwas aus der Mode gekommene) alternative Bezeichnung fiir fak-
torielle Ringe ist ZPE-Ringe -- das steht fiir »Zerlegung in Primelemente eindeutig«. Auf
Englisch werden faktorielle Ringe oft als »UFD« bezeichnet, das ist die Abkiirzung fiir »uni-
que factorization domain«. Wir kénnen Satz 15.47 nun wie folgt formulieren.

KOROLLAR 15.50. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

SATZ 15.51. Sei R ein Integritdtsring. Dann sind dquivalent:

(i) Der Ring R ist faktoriell.

(ii) Jedes Elementaus R \ (R* U {o}) ldsst sich als Produkt von irreduziblen Elementen schreiben, und
jedes irreduzible Element von R ist prim.

BEWEIs. Esistklar, dass (ii) = (i) gilt. Fiir die Implikation (i) = (ii) miissen wir zeigen,
dass in einem faktoriellen Ring jedes irreduzible Element prim ist. Sei also R faktoriell und
p € Rirreduzibel. Dann kénnen wir p als Produkt von Primelementen schreiben, etwa

Aus der Irreduzibilitit folgt dann aber direkt, dass r = 1 und folglich p = p, ein Primelement
sein muss. O

BEISPIEL 15.52. Da Z ein Hauptidealring ist, ist Z faktoriell. Wegen Z* = {1, —1} gilt auch
die folgende, etwas prizisere Aussage: Jede ganze Zahla € Z, a # o, lasst sich schreiben
alsa = ep; - --- - p, mite € {1, —1} und (positiven) Primzahlen p;. Dabei ist ¢ eindeutig
bestimmt (ndmlich gleich dem Vorzeichen von a), und die p; sind eindeutig bestimmt bis auf
die Reihenfolge. Siehe auch Satz 1.3.56. O

Fiir die ganzen Zahlen kannten wir diese Aussage ja schon aus der Linearen Algebra 1.
Im anderen wichtigen Beispiel fiir Hauptidealringe, das wir kennengelernt haben, ist sie
hingegen neu, und wird in den kommenden beiden Kapitel eine wichtige Rolle spielen.

BEISPIEL 15.53. Sei K ein Korper. Nach dem Gezeigten ist der Polynomring R = K[X]
faktoriell. Es gilt R* = K* und wir erhalten: Jedes Polynom f € K[X], f # o, ldsst sich
schreiben als Produkt f = uf; - - - - - fr,wobeiu € K*, f; € K[X] irreduzibel und normiert.

Dabei ist u eindeutig bestimmt (u ist der Leitkoeffizient von f), und die f; sind eindeutig
bestimmt bis auf ihre Reihenfolge. (Da die f; irreduzibel sind, gilt deg f; > o fuirallei.) ¢

BEMERKUNG 15.54. Sei R ein faktorieller Ring.

(1) Sei P C R eine Menge von Primelementen mit der Eigenschaft, dass fiir jedes Primele-
ment q € R genau ein p € P existiert, das zu q assoziiert ist. Wir nennen dann P ein
Vertretersystem der Primelemente in R bis auf Assoziiertheit. Wir konnen dann fiir ein
Elementa € R \ {0} die Primfaktorzerlegung in der Form

a=u H pr(a)

peP
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schreiben, wobei u € R* eine Einheit ist und v,(a) € Nund v,(a) = o fiir alle bis auf
endlich viele p € P gilt (daher ist das Produkt ein endliches Produkt, wenn alle Faktoren,
die = 1 sind, weggelassen werden, denn fiir v,(a) = o ist p»@ = p° = 1). Ist a eine
Einheit, so sind alle v,(a) = 0, und umgekehrt. Bei dieser Schreibweise sind u und alle
Zahlen v,(a) eindeutig bestimmt.

Dann gilt p* | a genau dann, wenn v,(a) > kist.

Im Fall R = Z wihlt man als die Menge P iiblicherweise die Menge der (positiven)
Primzahlen. Ist R = K[X] der Polynomring iiber einem Korper, dann ist die tibliche
Wahl fiir P die Menge der normierten primen Polynome. Man erhidlt dann genau die oben
diskutierten Beispiele wieder.

(2) Seiennuna,b € R\ (R*U{o}). Wir schreiben wie in Punkt (1) die Primfaktorzerlegungen

als
a=1u Hpvp(a)’ b — u, Hpvp(b)_

peP peP

Es gilt a | b genau dann, wenn v,(a) < v,(b) fiir alle p € P gilt.
(3) Mit der Notation aus Punkt (2) ist

H pmin(vp(a) Vp(b))

peP

ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b in R, und

H pmax(v,,(a) Vp(b))
peP

ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b in R (Definition 15.41). Durch die Wahl
von P erhilt man in dieser Art und Weise einen ausgezeichneten grofiten gemeinsamen
Teiler und ein ausgezeichnetes kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b. Jeder
andere grofite gemeinsame Teiler (bzw. jedes andere kleinste gemeinsame Vielfache)
im Sinne von Definition 15.41 ist, wie in jedem Integritdtsring, zu den oben genannten
ggT/kgV assoziiert.

Insbesondere existieren ggT und kgV in faktoriellen Ringen immer. Allerdings folgt
aus ggT(a,b) = 1 nicht in jedem faktoriellen Ring, dass Elemente x, y existieren mit
xa + yb = 1-- in Hauptidealringen ist das aber richtig (Bemerkung 15.42), und nur in
diesen »funktionieren« die Begriffe ggT und kgV wirklich gut.

Fundort: http://www.mathe.tu-freiberg.de/~hebisch/cafe/zitate.html

Du wolltest doch Algebra, da hast du den Salat.
Jules Verne, Reise um den Mond, 4. Kapitel

ERGANZUNG 15.55. Wir skizzieren zwei Beispiele von Integrititsringen, die nicht faktoriell
sind.
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(1) Die Teilmenge
Zliv5) :={a+ib\/5,a,beZ} CC
ist ein Unterring. Man kann zeigen, dass dieser Integrititsring nicht faktoriell ist. Das
Element 2 ist in diesem Ring irreduzibel, jedoch kein Primelement, denn es teilt das

Produkt
(1—iV5)(1+iv/5) =6 =23,
aber teilt weder 1 —iy/5noch 1+ i,/5.

Dieser und dhnliche Ringe werden in der algebraischen Zahlentheorie genauer unter-
sucht. Die Theorie auf den nicht-faktoriellen Fall auszudehnen ist dort sehr wichtig,
und war der Ausgangspunkt dafiir, den Begriff des Ideals einzufiihren (siehe Ergin-
zung 15.20). Man kann zeigen, dass die Ideale im Ring Z[i,/5] eine eindeutige »Zerlegung«
in sogenannte Primideale (vgl. Ergdnzung 15.75) zulassen, und dies ist oft ein guter Er-
satz fiir die Zerlegung von Elementen des Rings als Produkt von Primelementen, die in
diesem Ring eben nicht immer moglich ist.

(2) Sei K ein Korper. Die Teilmenge

n

K[T* T3] := {ZaiTi; neN, g €K, a = o} C K[T]
i=0

ist ein Unterring. Dieser Ring ist ein weiteres Beispiel eines Integritdtsrings, der nicht

faktoriell ist, denn T® = (T?)3 = (T3)? hat zwei verschiedene Zerlegungen in irreduzible

Elemente.

In der algebraischen Geometrie wird dieser Ring »in geometrischer Weise« interpretiert.
Man kann eine Verbindung herstellen zu der hier abgebildeten »Kurve« in der Ebene
(die Abbildung entspricht dem Fall K = R), und dann in préziser Weise begriinden, dass
die Eigenschaft des obigen Rings, nicht faktoriell zu sein, damit zusammenhéngt, dass
die abgebildete Kurve am Ursprung nicht »glatt« ist, also an diesem Punkt auch »nach
beliebig starkem Hereinzoomen« nicht wie eine Gerade aussieht.

Der Zusammenhang zwischen
dem Ring K[T? T3] und der
Gleichung y* — x3 = o
kommt daher, dass die Abbil-
dung K[X, Y] — K[T|,X — T3,
Y — T?, ein Ringhomomor-
phismus mit Bild K[T?, T3] und
Kern (Y? — X3) ist.

(Es ist in Ordnung, wenn Sie
diese ganze Bemerkung etwas
kryptisch finden ...)

Die Menge {(x,y)! € R?; y* = x3}

U Ergénzung 15.55

15.4.4. Nullstellen von Polynomen. SeiR ein Ring.

DEFINITION 15.56. Seif € R[X]. Ein Element a € R heifdt Nullstelle von f, falls f («) = 0. -

Sei nun R ein Integritdtsring. Wir haben gesehen, dass dann auch R[X] ein Integritdtsring ist
(Korollar 15.31).
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LEMMA 15.57. Ein Element a € R ist genau dann Nullstelle eines Polynoms f € R[X|, wenn X — a das
Polynom f teilt.

BEWEIS. Wennf ein Vielfaches von X —a ist, dann ist natiirlich f («) = o.Ist andererseits
a eine Nullstelle von f und schreiben wir f im Sinne der Division mit Rest als

f=q-X—a)+r

mit deg(r) < 1, dann ergibt Einsetzen von a, dass r(a) = f(a) = o. Weil r ein konstantes
Polynom ist, folgtr = 0, alsof =g (X — ). O

Insbesondere sehen wir, dass ein Polynom vom Grad n hochstens n verschiedene Nullstellen
haben kann (siehe auch Satz I.4.25).

Ein Polynom vom Grad 1 nennen wir auch ein lineares Polynom. Ein lineares Polynom, das f
teilt, nennen wir einen Linearfaktor von f. Ist R = K ein Korper, so ist jedes lineare Polynom
vom Grad I zu einem eindeutig bestimmten Polynom der Form X — a, a € K assoziiert.
Uber beliebigen Ringen ist diese Aussage natiirlich nicht richtig; es kann dann auch lineare
Polynome geben, die keine Nullstellen in dem Ring haben, zum Beispiel R = Zund f =
2X —1 € Z[X].

DEFINITION 15.58. SeiR ein Integrititsring, f € R[X],f # o.

(1) Ista € R, so gibt es eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl m € N, so dass (X —a)™ | f,
aber (X — a)™"! { f. Wir schreiben mult,(f) := m. Das Element a ist genau dann eine
Nullstelle von f, wenn m > 1. Wir sagen dann, a sei eine Nullstelle der Vielfachheit (oder:
Multiplizitit) m.

Eine Nullstelle mit Vielfachheit 1 nennen wir auch einfache Nullstelle, eine mit Vielfachheit
2 entsprechend doppelte Nullstelle usw.

(2) Wir sagen, ein Polynom f € R[X] \ {0} zerfalle vollstindig in Linearfaktoren, wenn f Produkt
von linearen Polynomen, d.h. von Polynomen vom Grad 1 ist. Ist R ein Korper, so ist das

gleichbedeutend damit, dass sich f in der Form ¢ H?jf(f) (X —aj)mitc € K*unda; € K
schreiben ldsst.

_|

DEFINITION 15.59. Ein Korper K heif3t algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nichtkonstante
Polynom, also jedes Polynom in K[X] \ K, eine Nullstelle in K besitzt. -

Per Induktion zeigt man, dass man algebraisch abgeschlossene Kérper dquivalent dadurch
charakterisieren kann, dass jedes nicht-konstante Polynom vollstindig in Linearfaktoren
zerfillt.

Weder der Kérper Q noch der Koérper R sind algebraisch abgeschlossen (iiberlegen Sie sich
Beispiele von nichtkonstanten Polynomen, die keine Nullstelle haben). Auch ein endlicher
Korper kann nicht algebraisch abgeschlossen sein (warum?). Es ist auch gar nicht so einfach,
Beispiele von algebraisch abgeschlossenen Kérpern anzugeben. Das zugidnglichste Beispiel
ist der Korper C.

THEOREM 15.60 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebra-
isch abgeschlossen.

Dieses schwierige Theorem beweisen wir nicht im Rahmen der Vorlesung iiber lineare
Algebra. Es wird iiblicherweise auf verschiedene Arten in den Vorlesungen Algebra und
Funktionentheorie bewiesen, kann aber auch mit Mitteln der Analysis I bewiesen werden.
Siehe Ergdnzung 16.32 fiir einen trickreichen Beweis, der nur sehr wenig Analysis benotigt
und ansonsten mit linearer Algebra auskommt.
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15.4.5. Der chinesische Restsatz. SeiRein Ring, a C Rein Ideal. Fiir Elementex,y € R
schreiben wir
x=y moda, wennx —y € a.
In den meisten Fillen, die fiir uns relevant sind, ist a = (a) ein Hauptideal; dann schreiben
wirauchx =y mod a, und dies ist gerade dquivalent zu a | x — y. Man sagt, x sei kongruent
zu y modulo a. Kongruenz ist eine »Aquivalenzrelation« (siehe Definition 15.64 unten).

Im folgenden Satz betrachten wir fiir Elemente a, b eines (Integritédts-)Rings R das von a und
b erzeugte Ideal
(a,b) = {xa+yb; x,y € R}

und betrachten die Bedingung, dass dieses gleich R ist. Weil ein Ideal a genau dann gleich dem
ganzen Ring ist, wenn es die I enthilt, ist das gewissermafen eine abkiirzende Schreibweise
dafiir, dass x,y € R existieren mit xa + yb = I. Ist R ein Hauptidealring (und das ist der Fall,
der fiir uns spiter relevant sein wird), ist die Bedingung dazu dquivalent, dass I ein grofiter
gemeinsamer Teiler von a und b ist (Bemerkung 15.42).

SATz 15.61 (Chinesischer Restsatz). Seien R ein Ringund ay, ..., a, € R, sodass (a;, a;) = R fiir alle
i#j.Seia=a;----- ar.

Seien by, ..., b, € R. Dann existiert ein Elementb € R, so dass
b=Db; moda; fiirallei=1,...,r
gilt.

Ist b ein weiteres solches Element, so giltb = b’ mod a. (Wir sagen, die Lisung der vorgegebenen
Kongruenzen sei eindeutig bestimmt modulo a.)

BEWEIS. Voriiberlegung. Wir zeigen zuerst, dass unter der Voraussetzung, dass fiir alle
i # j die Elemente a; und a; das Einsideal erzeugen, auch fiir alle i die Elemente a; und a;- =
H#i aj das Einsideal erzeugen. Sei zur Vereinfachung der Notation ohne Einschrankung
i = 1. Jedenfalls existieren xj,y; € R,j = 2, ..., n, so dass xja; + yja; = 1. Daraus erhalten wir
n

l_I(xjaI +yja;) = 1,

J=2
und wenn wir den Ausdruck auf der linken Seite ausmultiplizieren, sind alle Summanden
Vielfache von a,, bis auf den Term H}lzz)’jaj- Wir erhalten also tatsdchlich einen Ausdruck
der Form

(mlty =Yy yn)
Nach dieser Voriiberlegung konnen wir fiir jedes i € {1, ...,n} Elemente x;, y; € R finden, so
dass /
xid; + yia; = 1,
alsoyia;. =1 mod g;. Nach Definition der a; ist auch klar, dassyia;. =0 mod g;fiirallej # i
gilt. Wir setzen nun
n
b= Z byia;.
i=I

In der Tat gilt dann fiir jedes i, dass
b= b,yial/- =b;, mod a;,
wie gewiinscht. Damit ist die Existenzaussage bewiesen.

Seiennunb,b’ € Rmith = b; mod a;undb = b; mod g fiir alle i. Es folgt b — b e (a;)
fiirallei, alsob — b € (', (a;). Es geniigt also zu zeigen, dass ()}, (a;) = (a) gilt (wobei die
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Inklusion D Kklar ist; allerdings ist das auch die Inklusion, die uns hier nicht interessiert).
Mithilfe der Voriiberlegung konnen wir das per Induktion beweisen und uns damit auf den
Fall n = 2 zuriickziehen. Dann haben wir Elemente a,,a, € R gegeben, die das Einsideal
erzeugen, etwa x;a; + x,a, = I, und wollen fiir ¢ € (a;) N (a,) zeigen, dass ¢ € (a,a,) gilt. Wir
kénnen ¢ = y;a; = y,a, und damit

XoC = Xp)18; = X5Y205 = Yo (1 — Xa;)

schreiben, also y, = x,y;a; + y,x;a; € (a;). Es folgt, dass ¢ = y,a, ein Vielfaches von a,a, ist,
wie wir zeigen wollten. O

Man kann den Satz noch etwas allgemeiner fassen und mit fast demselben Beweis abhandeln,
siehe Ergdnzung 18.135.

BEISPIEL 15.62. Wir betrachten das folgende Beispiel. Sei R = Z der Ring der ganzen Zahlen.
Wir wollen eine ganze Zahl x finden, so dass
x=13 mod 35,
=2 mod 6,
x=1 mod II.

Es folgt aus dem chinesischen Restsatz, dass solche Zahlen existieren, und dass je zwei
Losungen modulo 5 - 6 - 11 = 330 kongruent sind.

Um ein x zu finden, konnen wir die Schritte aus dem allgemeinen Beweis nachvollziehen.
Wir schreiben zuerst die 1 als »Linearkombination« einer der Zahlen 5, 6, 11 und dem Produkt
der anderen Zahlen, d.h.
I = le + 66_)71
I =6x, + 552
Diese Darstellungen lassen sich mit dem euklidischen Algorithmus (Bemerkung 15.43) fin-
den. Im konkreten Fall gilt zum Beispiel
1=5(—13)+66-1
1=6-(—9)+551
I=1I1-11430+(—4).

Dann kénnen wir

X=7%:66-1+2:55-1+1-30-(—4) =188
setzen. Hier ist in jedem Summanden der erste Faktor die rechte Seite der Kongruenz die x
erfiillen soll, und dann kommt das Produkt aus der obigen Darstellung der 1. In der Tat hat

188 bei Division durch 5 den Rest 3, bei Division durch 6 den Rest 2 und bei Division durch 11
den Rest 1. O

ERGANZUNG 15.63. Die Aussage des chinesischen Restsatzes findet man bereits in dem
Buch »Sun Zi Suanjing« ds chinesischen Mathematikers Sun Zi’ (um 3. Jh.) -- daher der
Name. O Ergdnzung 15.63

Shttps://de.wikipedia.org/wiki/Sun_Zi_(Mathematiker)
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15.5. Der Quotientenkorper eines Integrititsrings

Wir wollen in diesem Abschnitt zu einem Integrititsring R einen Kérper K konstruieren,
der R als Unterring enthilt. Unser Modell dafiir ist der Fall der ganzen Zahlen Z, die als
Unterring im Korper Q der rationalen Zahlen enthalten sind. Im allgemeinen Fall imitieren
wir die Konstruktion der Bruchzahlen aus ganzen Zahlen.

Ein unmittelbarer Nutzen dieser Konstruktion wird fiir uns sein, dass wir den Begriff der
Determinante auch fiir Matrizen iiber (Integritits-)Ringen einfithren konnen (Abschnitt 15.6)
und einige der Ergebnisse der Theorie iiber Kérpern auf den Fall von Ringen iibertragen
konnen. Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir dann Determinanten von Matrizen
benutzen, deren Eintréige in einem Polynomring liegen, um das »charakteristische Polynom«
einer Matrix zu definieren (Kapitel 16).

Wir beginnen damit, den Begriff der Aquivalenzrelation einzufiihren, der in dieser Vor-
lesung noch an mehreren Stellen eine Rolle spielen wird. Siehe auch Abschnitt 1.3.14.2,
Definition 1.3.67, wo dieser Begriff schon im Rahmen der Ergdnzungen vorgestellt wurde.

DEFINITION 15.64. SeiM eine Menge.
(1) Eine Relation auf M ist eine Teilmenge R C M x M. (Elemente x,y € M »stehen in der
gegebenen Relation zueinander«, wenn (x, y) € R gilt.)
(2) Eine Relation R auf M heift Aquivalenzrelation, wenn gilt
(a) (Reflexivitat) Fiir allex € Mist (x,x) € R.
(b) (Symmetrie) Fiir allex,y € Mist (x,y) € R genau dann, wenn (y,x) € R.
(c) (Transitivitat) Fir allex,y,z € Mmit (x,y) € R, (y,z) € Rgilt (x,z) € R.

Aquivalenzrelationen bezeichnet man oft mit dem Symbol ~, d.h. man schreibt dann x ~ y
statt (x,y) € R. Aber auch die Symbole =, #, =, <, <, | bezeichnen Relationen. Welche
davon sind Aquivalenzrelationen?

DEFINITION 15.65. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Die Teilmengen von M der Form
[m] := {m’ € M; m’ ~ m} fiir ein m € M heifen die Aquivalenzklassen beziiglich R.

Die Menge aller Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit M /~. —

Zwei Aquivalenzklassen in M sind entweder disjunkt oder gleich. (Warum?)

BEISPIEL 15.66. Beispiele fiir Aquivalenzrelationen.

(1) SeiX eine Menge. Die Gleichheit von Elementen auf X definiert eine Aquivalenzrelation.
Jede Aquivalenzklasse besteht aus genau einem Element von X.

(2) SeiR ein Integritétsring. Die Relation, dass zwei Elemente aus R zueinander assoziiert
sind (Definition 15.33), ist eine Aquivalenzrelation. Siehe auch Bemerkung 15.54. Dort
wird -- mit der nun neu eingefiihrten Terminologie -- aus jeder der Aquivalenzklassen
beziiglich dieser Aquivalenzrelation genau ein Element ausgewihlt. Man spricht auch
von einem Vertretersystem der Aquivalenzklassen.

(3) Sein > o eine natiirliche Zahl. Kongruenz modulo n ist eine Aquivalenzrelation. Die
Menge der Aquivalenzklassen ist die zugrundeliegende Menge des Restklassenrings
Z/n. Siehe Beispiel 1.3.70 und Beispiel 1.3.73.

O
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Uberlegen Sie sich auch Beispiele fiir Relationen auf einer Menge X (also Teilmengen von
X x X), die keine Aquivalenzrelationen sind. Kénnen Sie jeweils ein Beispiel finden, das
genau eine der drei Bedingungen reflexiv, symmetrisch, transitiv nicht erfiillt?

Sei R ein Integrititsring,und M = R x (R\ {0}). Wenn Sie Schwierigkeiten haben, der folgen-
den Diskussion zu folgen, dann sollten Sie zuerst alles im speziellen Fall R = Z durchgehen
und dabei im Hinterkopf behalten, dass das Ziel ist, den Kérper QQ zu konstruieren.

Wir betrachten die folgende Aquivalenzrelation auf M:
(a,b) ~ (c,d) < ad=bc.
Siehe auch Beispiel 1.3.72.

Es ist nicht schwer zu iiberpriifen, dass es sich hier tatsichlich um eine Aquivalenzrelation
handelt. Reflexivitit und Symmetrie sind offensichtlich. Fiir die Transitivitét seien Paare
mit (a,b) ~ (c,d) und (c,d) ~ (e,f) gegeben. Es folgt

adf = bcf = bde, alsod(af —be) =0
und weil d # o und R ein R ein Integritdtsring ist, dass af — be = 0. Das bedeutet genau, dass

(a,b) ~ (e,f) gilt.

SATZ 15.67. Sei K := M/~ die Menge der Aquivalenzklassen. Wir schreiben § fiir die Aquivalenzklasse
eines Elementes (a,b) € M. Es gilt dann also

a ¢
B = E = ad = bC.
Dann ist K mit der Addition
a n c ad + bc
b d b
und der Multiplikation
ac_a
b d bd

ein Korper, der sogenannte Quotientenkorper von R, den wir auch mit Quot(R) bezeichnen.
Die Abbildung R — K, a — % ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Man schreibt oft a statt T und
fasst R als Teilmenge von K auf.

Eine andere gebrauchliche Bezeichnung fiir den Quotientenkorper eines Integritétsrings R
ist Frac(R) (als Abkiirzung fiir die englische Bezeichnung »field of fractions«).

BEWEIS. Zunichst ist nachzupriifen, dass die angegebenen Vorschriften iiberhaupt
Abbildungen definieren, dass sie also wohldefiniert sind. Denn wir haben dabei jeweils Repra-
sentanten der Aquivalenzklassen benutzt, und miissen begriinden, dass eine andere Wahl
von Reprisentanten derselben Aquivalenzklassen dasselbe Ergebnis liefern.

und 5 = f? Dann giltab' = a'bund cd = ¢'d und daher

ad +bc adb'd + beb'd B add +bc

) a_d
Seien also =7

bd bdb'd - bd
und .
ac . ac
bd  bd

Wir erhalten also tatsdchlich Abbildungen + und-von K x K nach K.

Die Korperaxiome sind leicht nachzurechnen, die Rechnungen laufen genauso ab, wie man
die Korperaxiome fiir den Korper QQ aus den entsprechenden Rechenregeln fiir ganze Zahlen
beweisen wiirde. Wir behandeln daher nur beispielhaft einige der Axiome.
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Fiir das Assoziativgesetz der Addition rechnen wir

a c e ad+bc e (ad+bc)f +bde adf 4 bcf +bde a c e
<b+d>+f_ i f bdf - wf b \a'f)
—a

Das neutrale Element der Addition ist 3, das Negative von { ist 3*, denn

a ;a_ab—ba_o

b * b b 1
Das Assoziativgesetz der Multiplikation ist leicht einzusehen. Das neutrale Element der
Multiplikation ist ;. Ein Element ; mita € R,b € R\ {0} ist genau dann gleich dem
Nullelement , wenna = oist. Fiira,b € R \ {0} ist 2 das multiplikative Inverse von 4. Das
Distributivgesetz zu iiberpriifen, lassen wir als Ubungsaufgabe.

Es bleibt nun noch, die Abbildung ©:R — K, a +— ¢ anzuschauen. Weil

b . b b
l(a—i-b):a—i_ _ I—IH :%—i-;:l(a)—i-l(b)

und
1(ab) = ? =1(a)i(b)

und offensichtlich 1(1) = | = 1 gilt, handelt es sich um einen Ringhomomorphismus. Gilt
2= %, so folgta-1 =1-b, alsoa = b, mithin ist 1 injektiv. O
Der Satz zeigt, dass fiir jeden Integritdtsring R ein injektiver Ringhomomorphismus von R
in einen Korper existiert. Ist R ein Ring, der kein Integritétsring ist, kann es einen injektiven

Ringhomomorphismus von R in einen Kérper offenbar nicht geben.

Die zu Beginn des Beweises diskutierte Wohldefiniertheit ist eine konzeptionelle Schwie-
rigkeit, die mit dem Begriff der Aquivalenzrelation verbunden ist. Machen Sie sich die
Problematik daran bewusst, dass zum Beispiel die Vorschrift (%, 5) > "T*C fiir rationale
Zahlen 7, 5 € Q nicht wohldefiniert ist -- sie definiert keine Abbildung Q x Q@ — Q. Suchen
Sie andere Beispiele von wohldefinierten/nicht wohldefinierten Zuordnungsvorschriften.

[n

Die ganzen Zahlen hat Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.

L. Kronecker

BEISPIEL 15.68. Der Quotientenkdrper von Z ist der Kérper Q der rationalen Zahlen. Hierzu
ist nicht viel zu sagen, denn wir haben ja die allgemeine Konstruktion des Quotientenkdrpers
genau an die Regeln der iiblichen Bruchrechnung angelehnt. O

BEISPIEL15.69. SeiK ein Kérper. Der Polynomring K[X] ist, wie wir in Korollar 15.31 gesehen
haben, ein Integrititsring. Sein Quotientenkdrper wird mit K(X) bezeichnet und heifdt der
Korper der rationalen Funktionen iiber K (in einer Unbestimmten).

Seine Elemente sind Briiche der Form £, wobei f und g Polynome in K[X] sind, und g # o gilt.
Auch wenn g nicht das Nullpolynom sein darf, kann g natiirlich Nullstellen in K haben. Ein
Element von K (X) definiert daher im allgemeinen nicht durch Einsetzen von Elementen aus
K eine Abbildung K — K. Die Nullstellen von g sind sozusagen Polstellen, die man aus K

herausnehmen miisste, um den Definitionsbereich einer solchen Abbildung zu erhalten. ¢
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BEMERKUNG 15.70. Sei R ein faktorieller Ring und K der Quotientenkorper von R. In Be-
merkung 15.54 hatten wir die Primfaktorzerlegung eines Elementsa € R \ {0} in der Form

a=1u H pr(a)
peP

geschrieben, wobei wir ein Vertretersystem P der Primelemente in R bis auf Assoziiertheit
gewihlt hatten, und die v (a) natiirliche Zahlen sind, von denen fiir gegebenes a hochstens
endlich viele von Null verschieden sind, und wo u € R* eine Einheit von R ist.
Das kénnen wir nun auf Elemente von K* ausdehnen. Fiira € K* erhalten wir eine (eindeutig
bestimmte) Zerlegung

a=u H p"r@

peP

wo nun die vy(a) € Z ganze Zahlen sind (von denen wieder alle bis auf endlich viele ver-
schwinden) und wieder u € R* ist. O

15.6. Determinanten iiber Ringen

Sei R ein kommutativer Ring. Wir bezeichnen mit M,,..,(R) die Menge aller m x n-Matrizen
mit Eintrdgen in R, d.h.

men(R) = {(aij)i:17...7m7j:17...7n; a; € R}-

Addition von Matrizen gleicher Gréfie, Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar aus
R und das Produkt von Matrizen zueinander passender Gréf3en definieren wir durch die-
selben Formeln wie im Fall von Kérpern. Es ist dann My, ,(R) eine kommutative Gruppe
beziiglich der Addition, es gilt das Assoziativgesetz fiir die Multiplikation (immer unter der
Voraussetzung, dass alle GrofRen zueinander passen) und es gelten die Distributivgesetze.
Diese Aussagen kann man mit denselben Rechnungen iiberpriifen, die wir in der Linearen
Algebra 1 fiir Matrizen iiber einem Korper durchgefiihrt haben (Abschnitt I.5.3).

Wir schreiben wie gehabt M, (R) = M,«n(R) fiir die Menge der quadratischen Matrizen.
Aus dem oben Gesagten folgt, dass es sich hierbei mit der Addition und Multiplikation von
Matrizen um einen Ring handelt.

Die Leibniz-Formel ergibt iiber jedem Ring R Sinn, und wir erhalten eine Abbildung
n
Mp(R) = R, A = (aj);j— det(A) := Z sgn(o) Haiﬂ(i)'
0ESH i=1
Wir nennen det(A) die Determinante der Matrix A.

Weil wir unten die folgende einfache Tatsache benétigen, halten wir sie als Lemma fest.

LEMMA 15.71. Sein € Nund ¢:R — S ein Ringhomomorphismus. Indem wir ¢ aufjeden Eintrag an-
wenden, erhalten wir einen Ringhomomorphismus M, (R) — M (S), den wir ebenfalls mit ¢ bezeichnen.
Dann gilt fiir alle Matrizen A € M,(R), dass

P(det(A)) = det(¢(A))

ist.

BEwEIs. Der Beweis ist (hoffentlich) nicht schwierig fiir Sie -- tiberlegen Sie sich, warum
die Aussage des Lemmas richtig ist! O
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Man kann die Theorie der Determinante auch recht allgemein von Anfang an tiber Ringen
entwickeln, aber man misste dann an einigen Stellen vorsichtiger argumentieren, weil man
iiber einem allgemeinen Ring beispielsweise nicht jede Matrix mit dem Gauf3-Algorithmus
auf Zeilenstufenform bringen kann. Das hatten wir aber im Kapitel iiber Determinanten in
der Linearen Algebra 1 benutzt. Um nicht alles noch einmal durchgehen zu miissen, wiahlen
wir eine etwas andere Strategie und fithren die Ergebnisse, die wir benétigen, auf den Fall
von Korpern zuriick.

Seidazu R ein Integrititsring, K sein Quotientenkdrper. Wir konnen dann M, (R) als Teilmen-
ge von M, (K) betrachten. Fiir A € M,(R) ist dann die Determinante det(A), die wir gerade
definiert haben, gleich der Determinante, die wir aus der Theorie iiber Kérpern erhalten,
wenn wir A als Element von M,,(K) betrachten. Es gelten, wie iiber jedem Korper, auch tiber
K die tiblichen Rechenregeln, zum Beispiel:

SATZ 15.72. Seien A,B € Mu(R). Dann gilt det(AB) = det(A) det(B). (Da beide Seiten dieser
Gleichung Elemente von R sind, gilt diese Gleichheit auch in R.)

Zu einer Matrix A € M,(R) konnen wir die Komplementirmatrix A% bilden (siehe Ab-
schnitt I.9.3), die wieder in M, (R) liegt. Die Cramersche Regel Satz [.9.32 besagt, dass

AAYM = A%A — det(A)E,

gilt. Alle hier auftretenden Matrizen liegen in M, (R), und fiir die Gleichheit spielt es keine
Rolle, obwir die Matrizen als Elemente von M, (R) oder von M, (K) auffassen. Daraus erhalten
wir (vergleiche Korollar 1.9.33) das folgende Korollar.

KOROLLAR 15.73. SeiA € My (R). Es existiert genau dann eine Matrix B € M,(R) mit AB = BA =
E, (also ein multiplikatives Inverses von A in dem Ring M, (R)), wenn det(A) € R*.

ERGANZUNG 15.74. Esist nicht schwer zu zeigen, dass beide Sitze auch iiber beliebigen kom-
mutativen Ringen gelten. Fiir den Determinantenproduktsatz kann man folgendermafien
vorgehen.

Als Voriiberlegung bemerken wir, dass fiir einen Ringhomomorphismus f:R; — R, und
eine Matrix A = (a;);; € Mu(R,) gilt, dass f(det(A)) = det(f(A)), wenn wir mit f(A) die
Matrix bezeichnen, die aus A durch Anwenden von f auf jeden Eintrag von A entsteht. Diese
Gleichheit folgt direkt aus der Definition der Determinante durch die Leibniz-Formel.

Sei R ein kommutativer Ring, und seien A = (a;);;, B = (bj)ij € Ma(R).

Wir betrachten nun den Ring Z[X;;, Y;;, i,j = 1, ..., n], also den Polynomring iiber Z in 2n*
Unbestimmten X; j, Y; ;. Wir erhalten einen (eindeutig bestimmten) Einsetzungshomomor-
phismus
d):Z[X,'J’, Yi,j> l,] =1,.., n] — R, X,'J' = aj, Y,'J' — b,}

Die Bilder der Elemente von Z unter ¢ sind eindeutig festgelegt, denn 1 € Z muss auf
I € R abgebildet werden, und daraus ergeben sich die Bilder aller ganzen Zahlen daraus,
dass ¢ insbesondere ein Homomorphismus der zugrundeliegenden additiven Gruppen ist.
(Vergleiche Beispiel 15.6.)

Wir schreiben A = (Xij)ij» B= (Yij)ij € Mn(Z[X;j, Y;j]). Weil Z[X;;, Y; ;] ein Integritétsring
ist, gilt det(AB) = det(A) det(B), wie wir oben begriindet haben.

Auf diese Gleichheit konnen wir den Ringhomomorphismus ¢ anwenden. Mit Lemma 15.71
erhalten wir dann

det(A) det(B) = ¢(det(A))p(det(B)) = dp(det(AB)) = det(AB).

Im Fall der Cramerschen Regel konnen wir dhnlich argumentieren. Zunéchst folgt aus dem
Produktsatz, dass die Determinante einer iiber R invertierbaren Matrix eine Einheit in R
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ist. Sei nun andererseits A € M,(R) eine Matrix mit det(A) € R*. Wie iiber einem Korper
koénnen wir zu A die Komplementirmatrix A2 bilden. Durch Reduktion auf den Fall des
Integritatsrings Z[X;;| genau wie beim Beweis des Produktsatzes sehen wir, dass das Produkt
von A und A% die Matrix det(A)E, ist. Es folgt nun aus der Invertierbarkeit von det(A), dass
auch A invertierbar ist, und genauer erhalten wir die Formel A" = det(A) 'A%,

Man nennt diese Methode die »Reduktion auf den universellen Fall«. O Ergdnzung 15.74

15.7. Erginzungen *

ERGANZUNG 15.75 (Primideale). Die Primeigenschaft (Definition 15.44) kann man nicht nur
fir Elemente, sondern auch fiir Ideale in einem Ring definieren (und zwar auch in Ringen,
die keine Integritétsringe sind).

DEFINITION 15.76. SeiR ein Ring. Ein Idealp C R heif3t Primideal, wenn p # R gilt und wenn
fiir allex,y € R gilt: Fallsxy € p,dannistx € podery € p. .

Ist R ein Integrititsring und p € R\ {0}, so sieht man mit Lemma 15.34 leicht, dass p genau
dann ein Primelement ist, wenn das Hauptideal (p) ein Primideal ist.

Andererseits kann zwar o per Definition kein Primelement sein, aber das Nullideal kann
ein Primideal sein, genauer gilt:

LEMMA 15.77. Sei R ein Ring. Dann sind dquivalent:

(i) Der Ring R ist ein Integritditsring.
(ii) Das Nullideal in R ist ein Primideal.

Mit etwas mehr Arbeit kann man die folgende Aussage zeigen:

SATZ 15.78. Seif:R — Sein Ringhomomorphismus.

(1) Wenn S ein Integritdtsring ist, dann ist Ker(f) ein Primideal in R.

(2) Wenn f surjektiv ist und Ker(f') ein Primideal ist, dann ist S ein Integritdtsring.

Seinun K ein Korper. Sei f:Z — K der eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus von Z
nach K, siehe Beispiel 15.6. Der obige Satz sagt, dass p := Ker(f) ein Primideal von Z ist.

Ist p # 0, dann wird das Hauptideal p von einer ganzen Zahl p # o erzeugt, von der wir
ohne Einschrinkung annehmen kénnen, dass sie positiv ist. Da p ein Primideal ist, ist
p eine Primzahl. Es ist dann leicht zu sehen, dass p die Charakteristik des Kérpers K ist
(Abschnitt I.4.2.2).

Gelte nun p = Ker(Z — K) = o, mit anderen Worten: Sei der Ringhomomorphismus
f:Z — K injektiv. Dann wird jede von Null verschiedene ganze Zahl auf eine Einheit in K
abgebildet und wir konnen f fortsetzen zu einem Ringhomomorphismus
a  fla)
Q —K, p — 7o)
Dieser ist wieder injektiv, und sein Bild ist ein Teilkérper von K. Wir kénnen also Q mit
einem Teilkdrper von K identifizieren, genauer: Es gibt einen Isomorphismus von QQ auf
einen Teilkorper von K. O Erginzung 15.75
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ERGANZUNG 15.79. Der Ring Z[i] ist euklidisch, also insbesondere faktoriell. Das kann man
benutzen um zu beweisen, dass sich eine Primzahl p > 2 in N genau dann als Summe von
zwei Quadraten schreiben ldsst, wennp = 1 mod 4 gilt. Siehe die Hausaufgaben auf den
Ubungsblittern 1, 2, 3.

Allgemein spielt die Ringtheorie eine sehr prominente Rolle in der elementaren und alge-
braischen Zahlentheorie, sowohl was die Untersuchung dhnlich konkreter (und einfacher)
Fragen wie dieser angeht, als auch, was den weiteren konzeptionellen Aufbau der Theorie
betrifft. O Erginzung 15.79

ERGANZUNG 15.80 (Der Satz von Mason und Stothers). Im Skript zur Linearen Algebra war
kurz von der abc-Vermutung die Rede (Abschnitt I.3.5), die man als Vermutung iiber eine
Eigenschaft des Rings Z der ganzen Zahlen verstehen sollte. Fiir den Polynomring K[X] iber
einem Korper K kann man eine analoge Aussage formulieren, deren Beweis interessanter-
weise gar nicht so schwierig ist. Dies ist der Satz von Mason und Stothers.

Um den Satz zu formulieren, definieren wir formal die »Ableitung« f " eines Polynoms
=", aX" € R[X](Rein kommutativer Ring) durch

n
/ . i
fviZ zzzzabX’ H

i=1

also einfach durch Anwenden der iiblichen Ableitungsregeln fiir Polynome. (Eine Interpreta-
tion wie iber den reellen Zahlen, wo ein Grenzwertbegriff zur Verfiigung steht, ist natiirlich
im allgemeinen Fall nicht méglich. Dennoch ist diese Definition 6fters niitzlich.) Man muss
iiber allgemeinen Grundringen insofern ein bisschen aufpassen, als auch Polynome vom
Grad > 1als Ableitung das Nullpolynom haben kénnen (zum Beispiel gilt das fiir X* € F,[X]).
Uber einem Kérper der Charakteristik 0, also einem Kérper, der den Kérper Q als Teilkérper
enthilt, tritt dieses Phinomen natiirlich nicht auf.

Sei nun K ein Korper. Das Radikal rad(f) eines Polynoms f € K[X] wird definiert als das
Produkt aller normierten irreduziblen Polynome, die f teilen. Es unterscheidet sich von
f also hochstens um den Leitkoeffizienten und dadurch, dass diese Teiler in der Primfak-
torzerlegung von f mit einem hoheren Exponenten auftreten konnen. Zum Beispiel ist
rad(X") = X fiir alle n > 1. Wenn f vollstindig in Linearfaktoren zerfillt (also zum Beispiel,
wenn K algebraisch abgeschlossen ist), dann ist deg(rad(f)) die Anzahl der verschiedenen
Nullstellen von f in K.

THEOREM 15.81 (Satz von Mason-Stothers). Sei K ein Kérper und seiena,b,c € K[X] \ {o}.Es
gelte ggT(a, b) = 1 und mindestens eines der Polynomea’, b, ¢’ sei ungleich Null. Auferdem gelte

a-+b=c.

Dann gilt
max(deg(a),deg(b),deg(c)) < deg(rad(abc)) — 1.

Ein Beweis von Snyder wird auf der englischen Wikipedia-Seite® skizziert.

Als eine leichte Folgerung aus dem Theorem kann man zeigen, dass im Polynomring K[X]
iiber einem Kérper der Charakteristik o das Analogon der Fermatschen Vermutung’ gilt:

6https://en.wikipedia.org/wiki/Mason%E2%80%93Stothers_theorem
"https://de.wikipedia.org/wiki/Gro%C3%9Fer_Fermatscher_Satz
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KOROLLAR 15.82. Seien K ein Korper der Charakteristik o,n € Nundx,y,z € K[X] paarweise
teilerfremde Polynome, von denen mindestens eines Grad > 1 hat und so dass

im Ring K[X] gilt. Dannistn < 2.

BEwWEIs. Dax,yund z paarweise teilerfremd sind, gilt rad (xyz) = rad(x) rad(y) rad(z),
und natiirlich gilt rad(x) | x, also deg(rad(x)) < deg(x), entsprechend fiir y und z. Aus dem
Satz von Mason und Stothers erhalten wir demnach

ndeg(x) = deg(x") < deg(x) + deg(y) + deg(z) — 1

und dieselbe Abschitzung auch fiir n deg(y) und n deg(z). Indem wir diese Ungleichungen
addieren, sehen wir, dass

n(deg(x) + deg(y) + deg(z)) < 3(deg(x) + deg(y) + deg(z)) — 3

Da die Summe der Grade der drei Polynome als > o vorausgesetzt wurde, ist das nur fiir
n < 2 moglich. O

Zusatzfrage, die vermutlich nicht einfach ist. Die Bedingung, dass K Charakteristik o habe, ist hier
nicht verzichtbar. Kénnen Sie sehen, warum?

In der algebraischen Zahlentheorie und in der algebraischen Geometrie zeigt sich, dass die
Ringe Z und K[X] (K ein Korper) viele Gemeinsamkeiten haben, und diese Analogie wird dort
ausgebaut auf eine grofiere Klasse von Ringen (die nicht mehr notwendig Hauptidealringe,
noch nicht einmal unbedingt faktoriell sind), die sogenannten Ganzheitsringe in Zahl-
korpern einerseits und in Funktionenkdrpern andererseits. Das erméglicht es manchmal,
zwischen eher zahlentheoretischen und eher geometrischen Fragestellungen und Methoden
hin- und herzugehen und hat zu einer sehr engen Verzahnung der modernen algebraischen
Zahlentheorie mit der algebraischen Geometrie gefiihrt. O Ergdnzung 15.80

Und noch zwei »Platzhalter«, die ich hoffentlich spiter einmal mit mehr Inhalt fiillen kann.
Fiir den Moment gebe ich IThnen nur Verweise auf andere Quellen.

ERGANZUNG 15.83. Bernstein-Polynome?, siehe auch die englische Wikipedia®. Dies ist
eine interessante Familie von Polynomen, die sowohl fiir theoretische Fragen als auch in
der Praxis (Stichworte Computergrafik, Bezier-Kurven, Computer Aided Design) eine Rolle
spielen. 0 Erginzung 15.83

ERGANZUNG 15.84 (Resultante und Diskriminante). Siehe zum Beispiel [Bo-A] 4.4. Die
Diskriminante eines Polynoms (mit Koeffizienten in einem Korper K) ist ein allgemeiner
Ausdruck in den Koeffizienten des Polynoms (eine »Formel«), die genau dann den Wert o hat,
wenn das Polynom (in irgendeinem Erweiterungskorper von K) eine mehrfache Nullstelle
hat.

Zum Beispiel ist die Diskriminante eines quadratischen Polynoms aX?+bX +c gleich b* — 4ac
und Sie wissen (oder konnen es anhand der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen
leicht nachpriifen), dass dieses Polynom genau dann eine doppelte Nullstelle hat, wenn
b* — gac = o gilt.

8 https://de.wikipedia.org/wiki/Bernsteinpolynom
9nttps://en.wikipedia.org/wiki/Bernstein_polynomial
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Es ist interessant, dass es fiir Polynome beliebigen Grades moglich ist, anhand einer solchen
Formel festzustellen, ob mehrfache Nullstellen vorliegen (in irgendeinem Erweiterungskor-
per von K), dass es aber andererseits fiir Polynome vom Grad > 5 keine allgemeine Formel
fur die Nullstellen selbst gibt. O Ergdnzung 15.84






KAPITEL 16

Charakteristisches Polynom und Minimalpolynom

16.1. Das charakteristische Polynom

Sei K ein Korper. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f:V — V ein Endomor-
phismus von V. Wir haben in der Linearen Algebra 1 den Begriff des Eigenwerts definiert
und gesehen, dass A € K genau dann ein Eigenwert von f ist, wenn det(f — A1 idy) = o
gilt, oder dquivalent, wenn det(A idy —f) = o gilt. Man kann also alle Eigenwerte von f
finden, indem man alle A findet, fiir die det(A idy —f) = o/ist; das fithrt auf eine polynomiale
Gleichung fiir A, in der A" und (in der Regel) kleinere Potenzen von A auftreten. Mit der neu
eingefiihrten Sprache der Polynomringe und des Einsetzungshomomorphismus kénnen
wir die Theorie der Teilbarkeit in Polynomringen und der eindeutigen Primfaktorzerlegung
hier mit einigem Nutzen anwenden, und wir machen daher die folgende Definition. (Wir
bevorzugen jetzt die Version mit det(A idy —f) = 0, die vielleicht zun4chst etwas unnatiir-
licher aussieht(?), aber den Vorteil hat, dass das im folgende definierte charakteristische
Polynom von f normiert ist.)

DEFINITION 16.1. (I) Sein > ound A € M,(K). Dann heifdt das Polynom charpol, (X) :=
det(XE, — A) € K[X] das charakteristische Polynom der Matrix A.

(2) Seif:V — V ein Endomorphismus des endlichdimensionalen K-Vektorraums V, % eine
Basisvon V, A = M%(f). Dann ist charpol, (X) unabhingig von der Wahl der Basis %
und heif3t das charakteristische Polynom des Endomorphismus f. Wir bezeichnen dieses
Polynom mit charpol, € K[X].

_|

Hier ist XE, — A eine Matrix mit Eintrdgen im Polynomring K[X], also ein Element von
M, (K[X]). Wie in Abschnitt 15.6 erklirt, ist die Determinante einer solchen Matrix durch
die Leibniz-Formel definiert, wir kénnen also das charakteristische Polynom der Matrix A

schreiben als
n

charpol, = Y sgn(0) [ [(8i0mX — ai0():
oESy =1
wobei wir

6ij = {I wennz. :J, (Kronecker-delta)
’ O wenni #j

setzen. Fiir die Definition des charakteristischen Polynoms kann man also auf die Diskussion
in Abschnitt 15.6 verzichten. Um die Aussage tiber die Unabhingigkeit in Teil (2) zu beweisen,
die aus dem nichsten Lemma folgt (bzw. dazu dquivalent ist), benutzen wir aber Satz 15.72.

Das Lemma besagt, das zueinander konjugierte Matrizen dasselbe charakteristische Poly-
nom haben. Insbesondere ist das charakteristische Polynom fiir alle darstellenden Matrizen
eines Endomorphismus dasselbe (natiirlich muss »oben und unten« dieselbe Basis verwen-
det werden).

LEMMA 16.2. Seien K ein Kérper,n € N,A € M,,(K)und S € GL,(K). Dann gilt
charpol, = charpolg,s . .

43
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BEwWEIs. Wir kénnen Sund S~ ' als Elemente von M, (K[X]) auffassen und haben dann
nach Satz 15.72, dass
det(XE, — SAS™") = det(S(XE, — A)S™") = det(S) det(XE, — A) det(S™") = det(XE, — A).
Das ist die Behauptung des Lemmas. O

BEISPIEL 16.3. Wir berechnen das charakteristische Polynom in einigen konkreten Beispie-
len. Im Prinzip ist klar, was zu tun ist: Es ist eine Determinante auszurechnen, und dafiir
kann man die iiblichen Verfahren benutzen.

(1) Sei
I O 2
A=|2 1 o] e M5(Q)
o 1 1
Es gilt
charpol, = det(XE; —A)
X—1 o —2
=det| —2 X—-1 O =X—-13—-2.2
o -1 X-—1

= X3 —3X* +3X — 35,
wobei zur Berechnung der Determinante nach der ersten Zeile entwickelt wurde.

a b

2) SeiK ein Kérperund A = € M, (K). Dann gilt
c d &

X—a —b
—c X-—d

Der Absolutterm ist also det(A), der Koeffizient von X ist — Spur(A) (siehe auch unten).

charpol, = det ( > =X—-a)(X—d)—bc=X*—(a+d)X + (ad — bc).

(3) Seien K ein Kérper,n € Nund sei A = (a;);j € My(K) eine obere Dreiecksmatrix. Dann ist
auch XE, — A eine obere Dreiecksmatrix und folglich gilt

charpol, = (X —ay)----- (X — ann).

Alle Aussagen iiber das charakteristische Polynom lassen zwei Fassungen zu, eine fiir Ma-
trizen und eine analoge fiir Endomorphismen eines endlichdimensionalen Vektorraums.
Die Ubersetzung zwischen den beiden Sichtweisen ist einfach, so dass wir im folgenden
meist nur eine der beiden Versionen explizit ausschreiben -- je nachdem, wie der Beweis
natiirlicher ist.

LEMMA 16.4. SeiA € M,(K). Dann gilt
charpol, = X"+ ap, X" '+ --- + a; X + ao,
d.h. charpol , ist normiert vom Grad n. AufSerdem ist a, = det(—A) = (—1)" det A.

BEwEIS. Dass das charakteristische Polynom normiert vom Grad n ist, folgt aus der
Definition und der Leibniz-Formel. Dass wir ein normiertes Polynom erhalten, ist der Grund,
warum wir mit det(XE, — A) statt mit det(A — XE, ) arbeiten (aber es gibt auch Quellen, die
es anders machen).

Auferdem gilt a, = charpol,(0) = det(o-E, —A) = (—1)" det(A). Beim mittleren Gleich-
heitszeichen benutzen wir Lemma 15.71 fiir den Einsetzungshomomorphismus K[X] — K,
X +—o. U



16.1. DAS CHARAKTERISTISCHE POLYNOM 45

Das folgende einfache Lemma ist mehrfach niitzlich.

LEMMA 16.5. Seien K ein Kérper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f ein Endomorphismus
von V. Sei U C V ein Untervektorraum mit f (U) C U und sei W C V ein Komplementirraum zu U.

Seig := f|y die Einschrdnkung von f auf U, und sei h die Verkettung

wovihvow,

wobei links die Inklusion von W nach V und rechts die Projektion von V = U & W auf W steht (also die
AbbildungU & W — W,u+w— w(u € Uyw e W)).

Dann gilt
charpol, = charpol, - charpol,, .

Beweis. Ubung. O

Wir haben die Definition des charakteristischen Polynoms damit motiviert, dass seine
Nullstellen, bzw. dquivalent die Nullstellen der zugehorigen Polynomfunktion gerade die
Eigenwerte der zugehorigen Matrix bzw. des zugehorigen Endomorphismus sind. Das halten
wir noch einmal im folgenden Satz fest.

SATZ 16.6. Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f:V — V ein Endomor-
phismus. Es bezeichne charpol das charakteristische Polynom von f. Ein Element A € K ist genau dann
eine Nullstelle von charpoly, wenn A ein Eigenwert von f ist.

Wir konnen aber den Satz noch prizisieren.

SATZ 16.7. Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f:V — V ein Endomor-
phismus. Es bezeichne y := charpolf das charakteristische Polynom von f.

(1) Sei A € K. Esgilt mult, (y) > o genau dann, wenn A ein Eigenwert von f ist.

In diesem Fall gilt

dim V;(f) < mult,(y).
Man nennt dim V) (f) auch die geometrische Vielfachheit und mult, (y) die algebraische
Vielfachheit des Eigenwerts A.

(2) Der Endomorphismus f ist genau dann diagonalisierbar, wenn charpol; vollstindig in Linearfakto-
ren zerfillt und fiir alle Eigenwerte A von f die Gleichheit dim V) (f) = mult, (y) gilt.

BEWEIS. zu (1). Dass mult,(y) > o gilt, ist dazu dquivalent, dass A eine Nullstelle von
X ist, also dass det(Aid —f) = o gilt. Wie oben besprochen, heifit das genau, dass A ein
Eigenwert von f ist.

Um die Abschitzung dim V,(f) < mult)(x) zu zeigen, nutzen wir aus, dass wir charpol,
als das charakteristische Polynom der darstellenden Matrix von f beziiglich einer Basis
unserer Wahl berechnen konnen. Die Basis, die wir betrachten wollen, konstruieren wir,
indem wir eine Basis von V) (f) zu einer Basis % von V erginzen. Dann sind die ersten
r := dim(V,(f)) Vektoren in dieser Basis Eigenvektoren von f zum Eigenwert A. Die Matrix

AE,

MZ(f) hat also die Form B> (als Blockmatrix geschrieben). Es gilt dann charpol, =

D
charpol, -charpol, = (X — A)" charpol}, (diese Rechnung kann man als einen Spezialfall
von Lemma 16.5 betrachten), also mult, (y) > r.

zu (2). Dass f diagonalisierbar ist, ist dazu dquivalent, dass die (direkte) Summe der Eigen-
rdume von A gleich V ist, also dazu, dass die Summe der Dimensionen aller Eigenrdume
zu den verschiedenen Eigenwerten gleich n ist. Nun ist deg(y) = n, und die Summe der
Vielfachheiten der Nullstellen von y ist genau dann n, wenn y vollstindig in Linearfaktoren
zerfillt. Das Kriterium folgt deswegen aus Teil (1). O
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Die Bedingung, dass das charakteristische Polynom eines Endomorphismus (bzw. einer
Matrix) vollstindig in Linearfaktoren zerfillt, hat (auch unabhingig von der Frage, ob die
geometrischen und algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte tibereinstimmen) eine
natiirliche Interpretation. Dazu machen wir die folgende Definition.

DEFINITION 16.8. Eine Matrix A € M,(K) heif3t trigonalisierbar, wenn A zu einer oberen
Dreiecksmatrix konjugiert ist. Ein Endomorphismus von V heifdt trigonalisierbar, wenn
eine Basis % von V existiert, so dass die beschreibende Matrix M%(f ) beziiglich dieser Basis
eine obere Dreiecksmatrix ist. —

SATZ 16.9. Seien K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Ein Endomorphismus f
von V ist genau dann trigonalisierbar, wenn sein charakteristisches Polynom volistindig in Linearfaktoren
zerfdllt.

BEwEIS. Das charakteristische Polynom einer oberen Dreiecksmatrix zerfillt offen-
bar vollstindig in Linearfaktoren (Beispiel 16.3 (3)), also gilt das auch fiir trigonalisierbare
Endomorphismen.

Um die Umkehrung zu zeigen, fithren wir Induktion nach der Dimension n des Vektorraums
V.Im Falln < 1istjede (n x n)-Matrix eine obere Dreiecksmatrix. Seinunn > 1und sei f ein
Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom vollstindig in Linearfaktoren zerfillt.
Dann besitzt das charakteristische Polynom eine Nullstelle A, also hat f einen Eigenvektor
ve V\{o}
Wir setzen b; := vund ergénzen diesen Vektor (der ja # o ist, weil es sich um einen Eigenvek-
tor handelt) zu einer Basis # = (by, ..., b,). Aus Lemma 16.5, angewandt auf die Zerlegung
V=U®WnmitU := (b)) und W = (b,, ..., b,), folgt

charpol; = (X — A) - charpol,,
wobei h:W — W die in Lemma 16.5 beschriebene Abbildung ist.

Weil charpolf vollstdndig in Linearfaktoren zerfillt, folgt aus der Eindeutigkeit der Primfak-
torzerlegung im Ring K [X], dass das auch fiir charpol, gilt. Nach Induktionsvoraussetzung
existiert also eine Basis ¢ = (c,, ..., ¢y) von W, so dass M% (g) eine obere Dreiecksmatrix ist.
Die Matrix, die f beziiglich der Basis (b;, c,, ..., ¢,) darstellt, hat die Form

(6 i)

und ist mithin eine obere Dreiecksmatrix. Also ist f trigonalisierbar. g

16.1.1. Die Spur einer Matrix. Wir kommen noch einmal auf die Spur einer Matrix
(oder eines Endomorphismus) zuriick, siehe Abschnitt 1.9.4. Fiir eine Matrix A = (a;);; €
M, (K) haben wir

Spur(A) = Zaﬁ ek
i=1

definiert. Die Spur von A ist also einfach die Summe der Diagonaleintrége. Wir haben gezeigt
(Korollar 1.9.37), dass zueinander konjugierte Matrizen dieselbe Spur haben, so dass wir
die Spur eines Endomorphismus f als die Spur irgendeiner darstellenden Matrix von f
beziiglich einer Basis des zugrundeliegenden Vektorraums definieren konnen. Das Ergebnis
ist unabhingig von der Wahl der Basis.

Mithilfe des charakteristischen Polynoms erhalten wir einen neuen Beweis, dass zueinander
konjugierte Matrizen dieselbe Spur haben, denn es gilt:

LEMMA 16.10. (1) Sei A € M,(K), und schreibe charpol, = X" + ap_ X" "+ --- + a X + ao.
Dann gilt Spur(A) = —ap_;.
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(2) Istf ein Endomorphismus eines n-dimensionalen Vektorraums V mit charpol, = X" +a,_X"""+
-+ a X + ao, so gilt Spur(f) = —a,_,.

BEWEIS. zu (I). Die Behauptung folgt leicht aus der Definition des charakteristischen
Polynoms als Determinante und aus der Leibniz-Formel. Ein Summand der Leibnizformel,
etwa zu einer Permutation ¢ € S,,, kann ndmlich nur dann einen Beitrag zum Koeffizienten
von X" ! liefern, wenn in dem zugehorigen Produkt mindestens n — 1 der Diagonaleintrige
von XE, — A auftreten, also o(i) = i fiir alle bis auf hochstenseiniin {1, ..., n} gilt. Dann muss
aber o = id sein. Der zur Identitit gehorige Summand ist [ |7 (X — a;;), und der Koeffizient
von X" ' in diesem Ausdruckist — "7 a;.

Teil (2) folgt nun, indem wir den ersten Teil auf eine darstellende Matrix von f anwenden. [J

16.2. Das Minimalpolynom

Neben dem charakteristischen Polynom ordnet man jeder Matrix (bzw. jedem Endomorphis-
mus) ein weiteres Polynom zu, das sogenannte Minimalpolynom. Wie wir sehen werden,
enthalten diese beiden Polynome wesentliche Informationen iiber die zugrundeliegende
Matrix, und insbesondere iiber ihre Eigenwerte und Eigenrdume. Zum Beispiel werden wir
am Ende dieses Kapitels beweisen, dass eine Matrix genau dann diagonalisierbar ist, wenn
ihr Minimalpolynom vollstdndig in Linearfaktoren zerfillt und nur einfache Nullstellen
hat.

Sei K ein Korper und sein € N. Sei A € M,(K), und sei ®:K[X] — Mp«n(K) der Ringho-
momorphismus mit ®(a) = aE, fiir allea € K und ®(X) = A (eine Instanz des Einset-
zungshomomorphismus, Satz 15.24), . Wir schreiben K[A] fiir das Bild von @ -- dies ist ein
kommutativer Unterring von M, (K), der K enthilt (und auch ein K-Vektorraum ist).

Weil @ insbesondere ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen ist, der Vektorraum K[X]
nicht endlichdimensional, der Zielraum M, (K) jedoch endlichdimensional ist, kann ® nicht
injektiv sein. Der Kern von @ ist also nicht das Nullideal. Es handelt sich um ein Hauptideal
in K[X], etwa Ker(®) = (p), p # 0. Das Ideal (p) dndert sich nicht, wenn wir p mit einem
Element aus K™ multiplizieren. Daher ist die folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION 16.11. Seiwie oben A € My(K) und ®:K[X] — M,(K), X — A. Das Minimalpoly-
nom minpol, von A ist das eindeutig bestimmte normierte Polynom p € K[X]| mitKer ® = (p).
_|

Etwas konkreter konnen wir das so formulieren: Fiir p := minpol, gilt p(A) = o, und
alle Polynome g € K[X] mit g(A) = o werden von p geteilt. Insbesondere haben alle g €
K[X] \ {o} mit q(A) Grad deg(q) > degminpol,. Wir konnen also dquivalent sagen: Das
Minimalpolynom minpol, von A ist das eindeutig bestimmte normierte Polynom p kleinsten
Grades, so dass p(A) = o gilt.

Wie iiblich kdnnen wir eine analoge Definition fiir Endomorphismen endlichdimensionaler
K-Vektorrdume machen.

DEFINITION 16.12. Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K und
f € Endg(V). Sei ®:K[X] — Endg(V) der Einsetzungshomomorphismus mit X — f.

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom p, das das Ideal Ker(®) erzeugt, heifit das
Minimalpolynom des Endomorphismus f. =

Die konkrete(re) Beschreibung fiir das Minimalpolynom einer Matrix lasst sich natiirlich
auf den Fall von Endomorphismen tibertragen.
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BEISPIEL 16.13. Sei K ein Korper,n € N.

Ist A = diag(ay,...,a,) eine Diagonalmatrix, so gilt fiir jedes Polynom f € K[X], dass
f(A) = diag(f(ay), ...,f(an)). Schreiben wir {ay, ...,an} = {A, ..., A, } mit paarweise verschiede-
nen Ay, ..., A, (r < n),sogilt

r
minpol, = H(X —A),
i=I
denn es ist nach der obigen Bemerkung klar, dass dieses Polynom die Matrix A annulliert,
aber keiner seiner echten Teiler diese Eigenschaft hat.

Ist speziell A = aE, ein Vielfaches der Einheitsmatrix, a € K*, so gilt minpol, = X — a. Das
Minimalpolynom der Nullmatrix ist das Polynom X. O

Anhand dieser Beispiele sieht man, dass jedenfalls alle Zahlen zwischen 1 und n als Grad
des Minimalpolynoms auftreten kénnen. Weil dimg (M, (K)) = n? ist, ist nicht schwer zu
sehen, dass der Grad des Minimalpolynoms hochstens n? sein kann. Wir werden spiter (als
Folgerung des Satzes von Cayley--Hamilton) zeigen, dass aber sogar immer deg(minpol,) <
n gilt.

Die Begriffe des Minimalpolynoms fiir Matrizen und Endomorphismen sind in der offen-
sichtlichen Art und Weise miteinander kompatibel. Das geht damit einher, dass zueinander
konjugierte Matrizen dasselbe Minimalpolynom haben. Diese beiden Tatsachen halten wir
im folgenden Lemma fest.

LEMMA 16.14. Sei K ein Kérper.

(1) SeiV ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n = dim V und sei 4 eine Basis von V. Ist f ein
Endomorphismus von V, so gilt

minpol, = minpolys ) € K[X].
(2) Seienn € N, A € M,(K),S € GLn(K). Dann haben A und SAS™" dasselbe Minimalpolynom.

BEWEISs. zu (1). Es geniigt zu zeigen, dass fiir ein Polynom p € K[X] genaudannp(f) = o
gilt, wenn p(M%(f)) = oist. Das folgt direkt daraus, dass die Abbildung M%(—): Endg (V) —
M, (K),g — M%(g), ein Ringisomorphismus ist.

Wir kénnen die Situation in dem folgenden »kommutativen Diagramm« veranschaulichen
(»kommutativ« heift hier, dass die Verkettung ®4 o M%(—) mit @y iibereinstimmt).

d)/ K[X]
f \cDAJ
Endg (V) MEC) M,(K)

Hier bezeichnet @ den Einsetzungshomomorphismus, der durch X + f bestimmt ist, und
®, denjenigen mit X — A.

Um Teil (2) zu beweisen, kann man Teil (1) anwenden (denn A und SAS™" sind darstellende
Matrizen des Endomorphismus f4:K" — K" beziiglich unterschiedlicher Basen). Alternativ
kann man ein analoges Argument fiir den Ringisomorphismus M, (K) — My(K), B — SBS™",
durchfiihren. Dass diese Abbildung ein Ringisomorphismus ist, impliziert, dass p(SAS™") =
Sp(A)S~ " fiir jedes p € K[X] gilt. Insbesondere sind die Aussagen p(A) = ound p(SAS™') = o
fur jedes p dquivalent.

O
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16.3. Der Satz von Cayley--Hamilton

In diesem Abschnitt beweisen wir den wichtigen Satz von Cayley--Hamilton. Der Satz ist be-
nannt nach Arthur Cayley' (1821--1895), der als einer der ersten Mathematiker systematisch
mit Matrizen gearbeitet hat, und William Rowan Hamilton? (1805--1865) (den wir im Zusam-
menhang mit den Quaternionen schon in der Linearen Algebra 1 erwdhnt hatten). Sowohl
Cayley als auch Hamilton haben aber nur Spezialfille des Satzes bewiesen. Den ersten allge-
meinen Beweis (jedenfalls iiber dem Korper C) gab im Jahr 1878 Ferdinand Georg Frobenius?
(1849--1917).

As for everything else, so for a mathematical theory: beauty can be
perceived but not explained.

Arthur Cayley

(angeblich) in: The Collected Mathematical Papers of Arthur Cayley (ed. 1895)
(ich habe aber die 14 Binde mit jeweils

mehreren hundert Seiten nicht alle durchgeschaut...)

Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen fiir den Beweis. Seien K ein Kérper und V ein
K-Vektorraum.

DEFINITION 16.15. Seif € Endg (V). Ein Untervektorraum U C V heif3t f-invariant, wenn
f(U) C Ugilt. =

DEFINITION 16.16. Seif € Endg(V). Ein Untervektorraum U C V heif’t f-zyklischer Unter-
raum, falls u € U existiert mit U = (u, f (u),f*(u), ...). =

Offenbar ist jeder f-zyklische Unterraum auch f-invariant. Ein f-invarianter Unterraum
muss jedoch nicht f-zyklisch sein. (Suchen Sie hierfiir ein Beispiel.)

LEMMA 16.17. Seien K ein Kérper und V ein K-Vektorraum. SeiU = (u,f (u),f*(u),...) C Vein
endlichdimensionaler f -zyklischer Unterraum und seii = dim U. Dannistu, f (u), ..., f'""(u) eine Basis
von U.

BEWEIS. Seij maximal mit der Eigenschaft, dass u,f(u), ..., f/~*(u) eine linear unabhin-
gige Familie von Vektoren ist. Weil U endliche Dimension hat, existiert ein solches j. Die
Maximalitét von j impliziert, dass ao, ...,aj_; € K existieren mit

j—I
Fw)=> af'(u).

I=0

Folglich ist (u, ..., f/~"(u)) ein f-invarianter Unterraum, er enthilt also alle Elemente der
Form f™(u) und stimmt somit mit U iiberein. Es folgtj = i, und daraus folgt die Behauptung.
]

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Arthur_Cayley
2https://en.wikipedia.org/wiki/William_Rowan_Hamilton
3https://en.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_Georg_Frobenius
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Uber lineare Substitutionen und bilineare Formen
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 84, 1—63 (1878)

In den Untersuchungen iiber die Transformation der quadratischen
Formen in sich selbst hat man sich bisher auf die Betrachtung des allge-
meinen Falles beschrinkt, wihrend die Ausnahmen, welche die Resultate
in gewissen speciellen Fillen erfahren, nur fiir die terniiren Formen er-
schopfend behandelt worden sind (Bachmann, dieses Journal Bd. 76, S. 331;
Hermite, dieses Journal Bd. 78, S.325). Ich habe daher versucht, die
Liicke zu erginzen, die sich sowohl in dem Beweise der Formeln findet,
welche die Herren Cayley (dieses Journal Bd. 32, S. 119) und Hermite
(dieses Journal Bd. 47, S.309) fiir die Coefficienten der Substitution ge-
geben haben, als auch in den Betrachtungen, welche Herr Rosanes (dieses
Journal Bd. 80, 8.52) iiber den Charakter der Transformation angestellt

3. Nach Formel (2.) geniigt jede Form A einer gewissen Gleichung,
und der Grad der Gleichung niedrigsten Grades y(A) = 0 ist nicht grosser
als . Ist f(r) eine durch w(r) theilbare ganze Function, f(r) = w(r)y (),
g0 ist f(A) =yw(A)y(A)=0. Da die charakteristische Function ¢(r) durch
w(r) theilbar ist, so ist folglich stets ¢(A)=0. Sind f(r) und g(r) irgend
zwel ganze Functionen von r, und ist k(s) ihr grosster gemeinsamer Divisor,
so lassen sich zwei ganze Iunctionen F(r) und G(r) so bestimmen, dass
f(r)G(r)—g(r)F(r) = h(r) ist. Daher ist auch f(A4) G(A4)—g(A)F(A) = h(A).
Greniigt also A den Gleichungen f(A4) =0 und g(4) =0, so muss es auch
die Gleichung A(A) =0 befriedrigen.

ABBILDUNG 1. Zwei Ausschnitte aus der Arbeit Uber lineare Substitutionen
und bilineare Formen, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 84,
1--63 (1878) von F. G. Frobenius. In dem zweiten Ausschnitt ist der »Satz von
Cayley--Hamilton« markiert. Dass das Minimalpolynom, das im Artikel
mit i bezeichnet wird, das charakteristische Polynom (hier: ¢) teilt, wurde
vorher bewiesen. Aus F. G. Frobenius, Gesammelte Abhandlungen I,
Hrsg. ].-P. Serre, Springer 1968

DEFINITION 16.18. Seien K ein Koérper,n € N.Seiy = X" + > ¢;X' € K[X] ein normiertes
Polynom vom Grad n. Dann heif3t die Matrix

I O —a,

I




16.3. DER SATZ VON CAYLEY--HAMILTON 51

(wobei alle Eintrage, die nicht hingeschrieben sind, = o sind) die Begleitmatrix von y. —

BEMERKUNG 16.19. Ein Untervektorraum U C V ist genau dann f-zyklisch, wenn f(U) C U
gilt und eine Basis von U existiert, so dass die Matrix von f|y beziiglich dieser Basis die Form
einer Begleitmatrix hat. O

LEMMA 16.20. Sei A € My(K) die Begleitmatrix des normierten Polynoms y (vom Grad n). Dann gilt
charpol, =y.

BEwEIS. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 1ist die Sache klar. Im allgemeinen Fall
ist die Determinante der Matrix

X ao
-1 X a;
_I .
X :

_I X +an_1

zu berechnen. (Wir lassen die Nullen wieder der Ubersichtlichkeit halber weg.) Durch Ent-
wicklung nach der ersten Spalte erhalten wir als Determinante

X a; o 4
_I X az °
X - det 1. : +det| 7T
. e} :
X :
—1 X+a, 1 X+

Die Determinante im linken Summanden kénnen wir nach Induktionsvoraussetzung schrei-
ben, die Determinante im zweiten Summanden ist gleich a,, wie man durch Entwicklung
nach der ersten Zeile sieht. Wir haben also insgesamt

X' (XYI*I + aanXniz + Tt + aI) + ao
und das ist gleich y, wie behauptet. O

Nun kénnen wir den Satz von Cayley--Hamilton formulieren und beweisen.

Satz 16.21 (Cayley--Hamilton). (1) IstA € M,(K), sogilt charpol, (A) = o(€ Muxn(K)).

(2) Istf ein Endomorphismus des endlichdimensionalen K-Vektorraums V, so gilt charpolf (f) =o(e
Endg(V)).

Jedenfalls fiir eine Diagonalmatrix A ist die Aussage (von Teil (1)) klar. Diese einfache Beob-
achtung kann man sogar zu einem vollstindigen Beweis machen, siehe Bemerkung 16.30.

Andererseits sei schon hier die Warnung formuliert, dass die folgende Gleichungskette
charpol, (A) = det(A-E, —A) = det(o) =0

kein Beweis des Satzes ist, weil es sich ndmlich gar nicht {iberall um Gleichungen handeln
kann, denn links steht eine Matrix in M,(K), rechts aber ein Element des Korpers K. Siehe
Bemerkung 16.22

BEWEIs. Esistklar, dass die Aussagen (1) und (2) auseinander hervorgehen, es geniigt
daher, den zweiten Teil zu zeigen.

Seialsof € Endg (V) undy = charpol,. Es geniigt zu zeigen, dass y (f)(v) = ofiirallev € V
gilt, denn das bedeutet ja gerade, dass der Endomorphismus y(f)) die Nullabbildung ist.
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Sei also v € V. Wir betrachten den f-zyklischen Unterraum U = (v,f(v),f*(v),...). Es
gilt dann f(U) C U. Wir betrachten die Einschriankung fjy als Endomorphismus von U
und bezeichnen mit & sein charakteristisches Polynom. Das charakteristische Polynom
von f ist nach Lemma 16.5 ein Vielfaches von &, etway = {-&. Aus &(f)(v) = o folgt also

X)) =8 EF)(v) =o.

Wir sehen so, dass es geniigt, die Behauptung charpol,(f)(v) = o in dem speziellen Fall zu
zeigen, dass V ein f-zyklischer Vektorraum mit Basis v, f(v), ..., f"(v) ist.

Die darstellende Matrix von f beziiglich der Basis v, f (v), ..., f"'(v) von V (Lemma 16.17) ist
eine Begleitmatrix, genauer die Begleitmatrix des Polynoms y.

n

Dann ist y(f)(v) = o aber leicht nachzurechnen. Ist ndmlichy = X" 4 > .
wir aus der letzten Spalte der Begleitmatrix ab, dass

o @iX', solesen

0 =1 W) =Y —af (),

also -
X)) =)+ Za‘fi(v) =o.
O

Es gibtviele andere Moglichkeiten, den Satz zu beweisen, selbst auf der englischen Wikipedia-
Seite* werden mehrere skizziert.

BEMERKUNG 16.22. Esistverlockend, die folgende »Rechnung« als einen Beweis des Satzes
von Cayley--Hamilton anzusehen:

det(XE, — A)(A) = det(AE, — A) = det(o0) = o.

Das Problem mit diesem »Beweis« (genauer mit dem ersten Gleichheitszeichen) ist, dass
das Produkt XE, durch Einsetzen von A fiir X nicht das Matrizenprodukt AE, ergibt. In der
Tat ist XE, die Matrix (in M,(K[X])) auf deren Diagonale tiberall X steht und deren Eintrige
auflerhalb der Diagonalen gleich o sind. Setzen wir fiir alle X nun die Matrix A ein, so
erhalten wir eine Matrix mit Eintrdgen in M, (K), nicht eine Matrix mit Eintrigen in K (wie
AE, esist).

Andere Wege zu sehen, dass man so nicht argumentieren kann, sind die folgenden:

(1) Im Satz von Cayley--Hamilton bedeutet = o, dass der Ausdruck charpol , (A) die Nullma-
trix ist, aber det(AE, — A) ist ein Element des Grundkdérpers K'!

(2) Analog zur Determinante kdnnen wir auch die Spur einer Matrix mit Eintridgen in K[X]
definieren. Die Spur ist einfach die Summe aller Diagonaleintriage. Sei A € M, (K) und
f = Spur(XE, — A) € K[X]. Dieselbe Methode wiirde auch zeigen, dass f(A) = oist.
Es gilt aber f(X) = Spur(XE, — A) = nX — Spur(A), und es ist klar, dass im allgemeinen
nicht nA = Spur(A)E, gilt.

O

Nach Definition des Minimalpolynoms kénnen wir den Satz von Cayley--Hamilton dquiva-
lent auch als Teilbarkeitsaussage formulieren. So erhalten wir auch die schon angekiindigte
Abschitzung fiir den Grad des Minimalpolynoms einer Matrix (bzw. eines Endomorphis-
mus).

4https://en.wikipedia.org/wiki/Cayley%E2%80%93Hamilton_theorem


https://en.wikipedia.org/wiki/Cayley%E2%80%93Hamilton_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Cayley%E2%80%93Hamilton_theorem

16.3. DER SATZ VON CAYLEY--HAMILTON 53

KOROLLAR 16.23. IstA € My(K), so gilt minpol, | charpol,. Insbesondere gilt deg(minpol,,) <
n.

Als weiteres Korollar erhalten wir, dass fiir eine Begleitmatrix charakteristisches Polynom
und Minimalpolynom iibereinstimmen. Insbesondere sehen wir, dass jedes normierte Poly-
nom vom Grad n > o als charakteristisches Polynom und auch als Minimalpolynom einer
(n x n)-Matrix auftreten kann.

KOROLLAR 16.24. Sei A € M, (K) die Begleitmatrix des normierten Polynoms y (vom Grad n). Dann
gilt charpol, = minpol, = y.

BEWEIS. Wegen des Satzes von Cayley--Hamilton ist minpol, ein Teiler von charpol,,
also geniigt es zu zeigen, dass deg(minpol, ) > nist. Nun ist nach Definition des Begriffs
Begleitmatrix Ae; = ¢;, fiiri = 1,...,n — 1, und wirep = > 1" _ a;X' ein Polynom vom Grad
0 <m < nmitp(A) = o,sowire auch p(A)e; = 0, aber es ist

p(A)e; = ace; + a;Ae; + - - - + amA™e; = acer + - - - + Amem i1

undey, ..., eny ist eine linear unabhingige Familie. U

16.3.1. Folgerungen aus dem Satz von Cayley--Hamilton. Zunichst erlaubt der Satz
von Cayley-Hamilton einen Zugang zur konkreten Berechnung des Minimalpolynoms einer
Matrix.

BEMERKUNG 16.25 (Berechnung des Minimalpolynoms). Um das Minimalpolynom einer
Matrix A € M,(K) iiber einem Korper K zu berechnen, kann man das charakteristische
Polynom berechnen. Das erfolgt durch Berechnung der Determinante einer (n x n)-Matrix
in M,(K[X]), was ldstig sein kann, aber wofiir uns mehrere Verfahren zur Verfiigung stehen.

Danach sollte man die Zerlegung des charakteristischen Polynoms in irreduzible Polynome
im faktoriellen Ring K[X] bestimmen. Hierfiir gibt es kein allgemeines Verfahren, aber in
konkreten Fillen, insbesondere fiir nicht zu grofie Matrizen, ist das in der Regel moglich.
(Konkreter: Ubungsaufgaben sind so gewihlt, dass das machbar ist.)

Danach kann man in alle Teiler des charakteristischen Polynoms die Matrix einsetzen und
so den (eindeutig bestimmten) normierten Teiler kleinsten Grades finden, der die Matrix
annulliert.

Beim Ausprobieren sollte man noch die Aussage von Satz 16.26 im Hinterkopf haben, der
besagt, dass jeder irreduzible Teiler des charakteristischen Polynoms auch das Minimalpo-
lynom teilt. Man muss also nur diejenigen irreduziblen Teiler von charpol, untersuchen,
die in der Primfaktorzerlegung mit Exponent > 1 auftreten, und schauen, ob der Exponent
im Minimalpolynom kleiner ist.

Alternativ kann man natiirlich das Minimalpolynom finden, indem man eine nicht-trivial
Linearkombination der Matrizen E,, A, A2, ..., A mit moglichst kleinem d sucht. (Und der
Satz von Cayley-Hamilton garantiert, dass es immer eind < n gibt, fiir das das moglich ist.)
Das fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem, allerdings mit n* Gleichungen. O

Der folgende Satz zeigt eine noch engere Verbindung zwischen charakteristischem Polynom
und Minimalpolynom eines Endomorphismus. Es wird uns aber im weiteren Verlauf der
Vorlesung meistens geniigen, die etwas schwichere Aussage des darauf folgenden Korollars
zur Verfiigung zu haben, fiir das wir einen kurzen direkten Beweis erkldren. Sie konnen
daher den Beweis des Satzes, wenn Sie mochten, zunichst tiberspringen.

SATZ 16.26. Seif € Endg(V), und seip € K|[X] ein irreduzibles Polynom. Dann sind dquivalent:

(i) pistein Teiler von charpoly,
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(ii) pistein Teiler von minpol,.

BEWEIS. (i) = (ii). Wir fithren Induktion nach dim V. Ist dim V' < 1, so ist notwen-
digerweise charpol, = minpol,. Sei nun dimV > 1.Seiv € V \ {0} und sei wieder

U= (v,f(v),f?(v),...) der f-zyklische Untervektorraum, der von den Vektoren f!(v) er-
zeugt wird. Seig = fjy € Endg(U) die Einschridnkung von f.

Sei W C V ein Komplementirraum von U, und sei 7:V — W die Projektion auf W (d.h. fiir
v=u+wéec Vmitu € Uy w € Wgelter(v) = 7(u+ w) = w). Seih € Endg(W) der
Endomorphismus von W, der durch h(w) = (f (w)) gegeben ist.

Wir sind dann in der Situation von Lemma 16.5, es gilt folglich charpolf = charpolg charpol,.

Weil p irreduzibel ist, und damit ein Primelement im Ring K[X], folgt aus unserer Voraus-
setzung, dass p | charpolg oder p| charpol,. Im ersten Fall folgt direkt der Satz: Weil U ein
f-zyklischer Untervektorraum ist, ist ndmlich charpol, = minpol , und weil minpol(g) = o
ist, gilt minpol, | minpol.

Wenn p | charpol,, gilt, dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung, dass p | minpol,, und
wieder gilt minpol,(h) = 0, also minpol, | minpol,.

Die Implikation (ii) = (i) folgt direkt aus dem Satz von Cayley--Hamilton, der besagt, dass
minpol, ein Teiler von charpoly ist.

Alternativer Beweis. Eine ganz andere Moglichkeit, die Richtung (i) = (ii) zu beweisen, liefert
das folgende Lemma. Da der Ring K[X] faktoriell ist, ist klar, dass aus dessen Aussage die
Implikation (i) = (ii) folgt.
LEMMA 16.27. Seien K ein Korper,n € Nund A € M, (K). Dann gilt
charpol, | (minpol,)".
BEWEIS. Der Beweis, den wir geben, ist kurz und auch nicht schwierig, aber insofern

»trickreich«, als nicht offensichtlich ist, wie man auf dieses Argument kommen wiirde.

Vorbemerkung. Seip € K[X] irgendein Polynom. Wir betrachten den Polynomring K[X, Y] in
zwei Unbestimmten X und Y. Wenn wir in p = p(X) fiir X die neue Unbestimmte Y einsetzen,
erhalten wir p(Y) € K[X, Y]. Dann gilt im Ring K[X, Y], dass (X — Y) [ p(X) — p(Y). In der Tat,
im Fall p = X* haben wir

Xi _ Yi — (X _ Y)(xi—l —|—Xi_2Y 4. +Xyi—2 + Yi_l),
wie man unmittelbar nachrechnet. Daraus folgt leicht der allgemeine Fall.

Sei nun zur Abkiirzung y = minpol,. Wie in der Vorbemerkung schreiben wir u(X) —u(Y) =
(X—Y)-p(X,Y) fur ein Polynom p(X, Y) € K[X, Y]. Wir nutzen diese Umschreibung unten
in der Form, dass wir fiir X die Matrix XE, € M,(K[X]) und fiir Y die Matrix A € M,(K) C
M, (K[X]) einsetzen, wir haben dann also

u(XE,) — u(A) = (XE, — A) B € My(K[X]),

wobei B := p(XE,,A) € M,(K[X]) ist. (Es geniigt uns, dass die obige Gleichung fiir irgendeine
Matrix B € M,(K[X]) gilt, wir miissen nichts weiter tiber B wissen.)

Wir kdnnen nun wie folgt rechnen:
p" = det(u- E,) = det(u(XE,) — u(A)) = det((XE, — A)B) = charpol, - det(B),
wobei wir den Produktsatz fiir die Determinante von Matrizen in M, (K[X]) benutzt haben.

Also ist u" ein Vielfaches von charpol,, und das ist genau, was wir zeigen wollten. O

0
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KOROLLAR 16.28. Seien K ein Korper,n € N, A € My(K) und A € K. Dann sind dquivalent:

(i) Aistein Eigenwert von A,
(ii) Aisteine Nullstelle von charpol ,,

(iii) A ist eine Nullstelle von minpol,.

BEwEIs. Die Aquivalenz von (i) und (ii) haben wir bereits bewiesen (Satz 16.7). Die
Aquivalenz von (ii) und (iii) ist eine direkte Folgerung aus dem vorherigen Satz, denn A ist
genau dann Nullstelle eines Polynoms p, wenn p durch das (irreduzible) Polynom X — A
teilbar ist. Es ist aber auch leicht, das Korollar direkt zu beweisen.

Dass jede Nullstelle vom Minimalpolynom auch eine Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms ist, folgt aus dem Satz von Cayley--Hamilton.

Seinun A € K ein Eigenwert von A und v € V ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Es gilt dann
A'v = A'v, und daraus folgt leicht, dass

p(A)(v) = p(A)v firallep € K[X]
ist.
Insbesondere sehen wir

minpol, (1)v = minpol, (A)v = o,

und da v als Eigenvektor nicht o ist, folgt minpol, (1) = o. O

Wir kénnen auflerdem die Eigenschaften trigonalisierbar und diagonalisierbar nun in einfacher
Weise anhand des Minimalpolynoms charakterisieren. Wir formulieren dieses Ergebnis fiir
Endomorphismen, aber wie immer gilt natiirlich die analoge Formulierung fiir Matrizen.

KOROLLAR16.29. Seien K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.Seif € Endg (V).
Dann gilt:

1) Der Endomorphismus f ist genau dann trigonalisierbar, wenn minpol. vollstindig in Linearfaktoren
p g9 g pols g
zerfllt.

(2) Der Endomorphismus f ist genau dann diagonalisierbar, wenn minpol; vollstdndig in Linearfaktoren
zerfdllt und nur einfache Nullstellen besitzt.

Wir werden Teil (2) in etwas grofierer Allgemeinheit noch einmal im Kapitel tiber die Jord-
ansche Normalform beweisen (Korollar 17.16); wenn Sie in Eile sind, kénnen Sie den Beweis
an dieser Stelle iiberspringen. Aber vielleicht ist es gerade eine gute Vorbereitung, den Be-
weis fiir die hier betrachtete Aussage als Vorbereitung fiir die spitere Verallgemeinerung
durchzugehen. Jedenfalls sollten Sie sich die Aussage des obigen Satzes merken, sie ist oft
niitzlich.

BEwETs. Teil (1) folgt aus Satz16.9und Satz 16.26, denn letzterer impliziert, dass minpol,
genau dann vollstindig in Linearfaktoren zerfillt, wenn das fiir charpol, gilt.

zu (2). Es ist auch klar, dass fiir einen diagonalisierbaren Endomorphismus das Minimal-
polynom vollstédndig in Linearfaktoren zerfillt und nur einfache Nullstellen hat. Denn wir
konnen f dann beziiglich einer geeigneten Basis durch eine Diagonalmatrix darstellen und
deren Minimalpolynom kann man direkt ablesen. (Vergleiche Beispiel 16.13.)

Nun sei f ein Endomorphismus, dessen Minimalpolynom das Produkt von paarweise ver-
schiedenen Linearfaktoren ist. Wir fithren Induktion nach dim(V), wobei der Fall dim (V) <
I klar ist, da dann jeder Endomorphismus diagonalisierbar ist. Seien A;,...,A, € K die
paarweise verschiedenen Nullstellen von minpol;. Nach Satz 16.26 sind das auch genau die
Nullstellen von charpoly, also die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f.
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Wir schreiben minpol, = (X — A,)p fiir ein Polynom p, das nach Voraussetzung ebenfalls
vollstindig in Linearfaktoren zerfillt und nur einfache Nullstellen hat, und fiir das p(4;) # o
gilt. Es sei U := Ker(p(f)). Dann gilt f(U) C U. Wie iiblich bezeichnen wir mit V,, den
Eigenraum von f zum Eigenwert A;.

Behauptung. Es gilt V = V; @ U.

Begriindung. Wir zeigen zuerst, dass V) NU = oist. Ist f(v) = A;v, so folgt p(f)(v) = p(A;)v #
0, es seidenn v = o (denn p(A;) # o, wie oben bemerkt).

Es bleibt zu zeigen, dass V), + U = V ist. Weil X — A, irreduzibel und kein Teiler von p ist,
ist 1 ein ggT von X — A, und p im Hauptidealring K[X], wir konnen folglich das konstante
Polynom 1 € K[X] in der Form (X — A;)g + ph = 1 ausdriicken (fiir geeignete g, h € K[X]).

Damit sehen wirv = (f — A;idv)(g(f)(v)) + p(f)(h(f)(v)), und dies ist ein Element von
U+ V), weil o = minpol,(f) = p(f) o (f — Aiidy) = (f — Aiidy) o p(f) gilt.

Nun folgt nach Induktionsvoraussetzung, dassfj; diagonalisierbar ist. Jedenfalls gilt dim(U) <
dim(V). Auflerdem ist p(fjy) = o € Endk(U), wie direkt aus der Definition von U als
Ker(p(f)) folgt. Also gilt minpolflu | pund deshalb zerfillt minpolfw vollstindig in Linearfak-

toren und hat nur einfache Nullstellen. (Es ist auch nicht schwer zu sehen, dass minpolfw =p
gilt.)

Esist andererseits klar, dass f(V),) C V), gilt und dass fy, diagonalisierbar ist. Es folgt, dass
f diagonalisierbar ist. g

16.4. Erginzungen®

BEMERKUNG 16.30. In dieser Bemerkung wird ein anderer Beweis des Satzes von Cayley-
Hamilton skizziert, in dem der Satz {iber den komplexen Zahlen durch ein »Stetigkeitsargu-
ment« aus dem Fall von Diagonalmatrizen abgeleitet wird. Um das Argument durchzufiihren,
werden allerdings Grundkenntnisse der Analysis und Topologie benétigt. Hat man diese
Vorkenntnisse zur Verfiigung, erhilt man so ein schlagendes Argument fiir den Satz, und
dieses Beweisprinzip der Reduktion auf den Fall von Diagonalmatrizen lasst sich auch an
anderer Stelle einsetzen. Mithilfe der sogenannten Zariski-Topologie (nach Oscar Zariski),
die in der algebraischen Geometrie eine fundamentale Rolle spielt, ldsst sich das Argument
auch iiber einem beliebigen Grundkorper durchfiihren.

Wie oben bemerkt, ist die Aussage des Satzes von Cayley--Hamilton fiir Diagonalmatrizen
offensichtlich. Weil zueinander konjugierte Matrizen dasselbe charakteristische Polynom
und Minimalpolynom haben, folgt der Satz (in der Form, dass das Minimalpolynom das
charakteristische Polynom teile) damit fiir alle diagonalisierbaren Matrizen.

Sei nun zunichst K = C der Koérper der komplexen Zahlen. Wir kénnen dann von stetigen
Abbildungen C™ — C™ sprechen und den Satz von Cayley--Hamilton mit dem folgenden
»topologischen« Argument beweisen. Die Abbildung

M,(C) — M,(C), A+ charpol,(A),

ist eine stetige Abbildung, denn die Eintrége der Matrix charpol, (A) lassen sich als polyno-
miale Ausdriicke in den Eintrégen von A schreiben, und Polynomfunktionen sind stetig.

Nun gilt fiir jede stetige Abbildung, dass des Urbild einer abgeschlossenen Teilmenge des
Wertebereichs ebenfalls abgeschlossen ist. (Das ist sogar dquivalent zur Stetigkeit.) Ange-
wandt auf die abgeschlossene Teilmenge {0} C M, (C) sehen wir damit, dass die Teilmenge
von M,(C), die aus allen Matrizen A mit charpol, (A) = o besteht, abgeschlossen ist.
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Damit geniigt es, die folgende Aussage zu zeigen: Jede abgeschlossene Teilmenge von M,(C),
die alle diagonalisierbaren Matrizen enthilt, stimmt mit M, (C) tiberein. Mit anderen Wor-
ten miissen wir begriinden, dass in jedem Ball mit Radius ¢ > 0 um eine beliebige Matrix
stets eine diagonalisierbare Matrix liegt.

Dafiir benutzen wir, dass eine Matrix, deren charakteristisches Polynom in n verschiede-
ne Linearfaktoren zerfillt, jedenfalls diagonalisierbar ist. Das folgt -- ohne den Satz von
Cayley--Hamilton benutzen zu miissen -- aus den obigen Ergebnissen. Denn das Minimalpo-
lynom muss dann auch in n verschiedene Linearfaktoren zerfallen, es hat also nur einfache
Nullstellen.

Die Bedingung, dass das charakteristische Polynom in n verschiedene Linearfaktoren zerfal-
le, bedeutet, dass es nur einfache Nullstellen hat (denn {iber dem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper C zerfillt es jedenfalls vollstindig in Linearfaktoren), also dass die Diskrimi-
nante Acharpol, € C dieses Polynoms von o verschieden ist (Bemerkung 15.84). Die Menge
der nicht-diagonalisierbaren Matrizen ist also enthalten in der Menge

{A € My(C); AcharpolA = 0}'

Nun ist auch Acparpor, €in polynomialer Ausdruck in den Koeffizienten von A, und die Null-
stellenmenge eines Polynoms # o (in mehreren Variablen, in diesem Fall in den n* Variablen,
die zu den Eintrigen der Matrix A € M,(C) korrespondieren) kann keinen offenen Ball
enthalten. (Dies kann man durch Induktion nach Anzahl der Unbestimmten zeigen.)

Den Fall des Kérpers K = R der reellen Zahlen kann man dhnlich behandeln, wenn man
benutzt, dass das charakteristische Polynom eine Matrix A € M,(R) davon unabhingig ist,
ob man A als Element von M,(R) oder von M, (C) betrachtet. O

BEMERKUNG 16.31. Wir konnen jetzt Bemerkung I.10.18 noch prézisieren: Ist K ein Kérper
der Charakteristik o, d.h. dass der eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus Z — K
injektivist, und sind A, B € M,(K), so sind dquivalent:

(i) Fiirallei > 1gilt Spur(A?) = Spur(BY).
(ii) Es gilt charpol, = charpolp.
Insbesondere haben also in dieser Situation A und B dieselben Eigenwerte, und ihre algebra-

ischen Vielfachheiten, also die Vielfachheiten als Nullstelle des charakteristischen Polynoms,
stimmen ebenfalls iiberein. O

ERGANZUNG 16.32 (Der Fundamentalsatz der Algebra). Von H. Derksen wurde ein Beweis
des Fundamentalsatzes der Algebra gegeben, der bis auf die beiden unten angegebenen
Fakten (1) und (2) nur lineare Algebra benotigt. Allerdings sind die Beweise, die mit Metho-
den von fortgeschrittenen Vorlesungen (speziell der Funktionentheorie einerseits und der
Algebra andererseits) gegeben werden konnen, letztlich erhellender, weil die Struktur der
Situation insgesamt klarer wird.

THEOREM 16.33 (Fundamentalsatz der Algebra). Istf € C[X] ein Polynom vom Grad > 1, dann
besitzt f eine Nullstelle in C.

Die beiden »analytischen« Eigenschaften, die in Derksens Beweis benotigt werden, sind

(1) Jedes Polynom in R[X] von ungeradem Grad besitzt eine Nullstelle in R.

(2) Jedes quadratische Polynom in C[X] hat eine Nullstelle in C.
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Den ersten Punkt erhilt man aus dem Zwischenwertsatz und der Betrachtung des Grenz-
werts der gegebenen Polynomfunktion fiir x — +oc. Der zweite Punkt folgt (mit einer
Methode zur Losung quadratischer Gleichungen nach Wahl) daraus, dass jede komplexe
Zahl eine Quadratwurzel besitzt.

Der Beweis beruht auf einer trickreichen Formulierung, die es erlaubt, an mehreren Stellen
mit vollstandiger Induktion zu arbeiten. Siehe [De]. O Erginzung 16.32



KAPITEL 17

Die Jordansche Normalform

Der Satz iiber die Jordansche Normalform besagt, dass jede trigonalisierbare Matrix konju-
giert ist zu einer oberen Dreiecksmatrix einer besonders einfachen Form, die zudem im wesent-
lichen eindeutig bestimmt ist, und als die Jordansche Normalform der gegebenen Matrix
bezeichnet wird. Sie ist benannt nach dem franzosischen Mathematiker Camille Jordan'
(1838 --1922).

17.1. Aussage und Eindeutigkeit

Matrizen in Jordanscher Normalform sind Block-Diagonalmatrizen, und die Blocke auf der
Diagonale sind besonders einfache obere Dreiecksmatrizen, die Jordan-Blocke heifien und
folgendermafien definiert sind.

DEFINITION 17.1. Seien K ein Korper, A € K und r > 1. Dann heif3t die Matrix

A1
A 1

]r,)l: GMV(K)

A1
A

der Jordan-Block der Grofie r x r mit Diagonaleintrag A.

Es sind also alle Diagonaleintrdge der Matrix gleich A, die Eintrége auf der Nebendiagonalen
direkt oberhalb der Diagonalen sind = 1, und alle anderen Eintrige der Matrix sind = 0. +

Da es sich bei dem Jordan-Block J, ; um eine obere Dreiecksmatrix handelt, ist klar, dass A
der einzige Eigenwert von J, ; ist.

Eine besondere Rolle spielen spiter die Jordan-Blocke ], o mit Diagonaleintrag 0. Wie man
leicht nachrechnet (Sie sollten das tun!), gilt JT, = ound Ji ; # o fiir 0 < i < r. Alternativ
lasst sich das leicht begriinden, indem man den zu J, , gehorigen Endomorphismus von K"
betrachtet.

Damit konnen wir definieren, was wir unter einer Matrix in Jordanscher Normalform verste-
hen wollen. Wir benutzen die Schreibweise diag(Ay, ..., A;) um eine Block-Diagonalmatrix
zu bezeichnen.

DEFINITION 17.2. Seien K ein Kérper und n € N. Wir sagen, eine Matrix A € M,(K) habe
Jordansche Normalform (JNF), falls ry, ...,r, > 1und A,, ...A;, € K existieren, so dass

A =diag(Jr, A5 - Jrede)
ist. _|

Thttps://de.wikipedia.org/wiki/Camille_Jordan
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Die A; miissen hier nicht paarweise verschieden sein, sondern derselbe Eigenwert kann
in mehreren Blocken auftreten, und es kann auch mehrere Blocke derselben Gréfie zum
selben oder zu unterschiedlichen Eigenwerten geben. Zum Beispiel hat jede Diagonalmatrix
Jordansche Normalform -- dann haben alle Blocke die Grofie 1 x 1.

Der Satz iiber die Jordansche Normalform besagt, dass jede trigonalisierbare Matrix konju-
giertist zu einer Matrix in Jordanscher Normalform, und dass letztere bis auf die Reihenfolge
der Blocke eindeutig bestimmt ist.

THEOREM 17.3 (Jordansche Normalform fiir Matrizen). Seien K ein Kérper und n € N. Sei
A € M, (K) eine trigonalisierbare Matrix. Dann existieren S € GL,(K) undry,...,r, > L Ay, .. A; € K,
so dass

SAS_I = diag(],h,\!, ""]"k7Ak)
ist. Dabei ist die Zahl k eindeutig bestimmt (also unabhdngig von S) und die Paare (ry, A;), ..., (i, Ag)
sind eindeutig bestimmt bis auf ihre Reihenfolge.

Wie wir in Satz 16.9 gesehen haben, ist die Bedingung, dass A trigonalisierbar sei, dazu
dquivalent, dass das charakteristische Polynom von A vollstdndig in Linearfaktoren zerfillt.

Es ist klar, dass die Reihenfolge, in der die Blocke in der Matrix auftreten, nicht eindeu-
tig bestimmt sind: Wenn sich zwei Block-Diagonalmatrizen A und B nur hinsichtlich der
Reihenfolge unterscheiden, in der die Blocke auf der Diagonalen stehen, aber die Blocke
ansonsten iibereinstimmen, dann existiert eine Permutationsmatrix P mit B = PAPL.

Mit dem Beweis dieses Theorems werden wir den iiberwiegenden Teil dieses Kapitels ver-
bringen. Wir beginnen damit, einige Konsequenzen des Theorems zu beleuchten.

SATZ 17.4. Seien K ein Korper,n € N und sei

A= diag(],l’,ll, ...,]rb,‘\k) & Mn(K)
eine Matrix in Jordanscher Normalform iiber K.

(1) Esgilt
k
charpol, = H(X — )"
i=I
(2) Wenn py, ..., us die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A und m; die GrifSe des grofiten Jordan-
Blocks zu u; bezeichnen, dann ist

N

minpol, = H(X — )™

i=1

BEWEISs. zu (1). Dies ist leicht zu sehen, da die einzelnen Jordan-Blocke und damit auch
jede Matrix in Jordanscher Normalform obere Dreiecksmatrizen sind.

zu (2). Weil fiir r > o gilt, dass J7 , = o ist, ist

N

[ ko —o
i=1

also gilt minpol, | [[i_, (X — u;)™.

Weil J{ ! # oist, und fiir A # 0 alle Potenzen von ], ; von Null verschieden sind, folgt, dass

kein echter Teiler dieses Produkts die Matrix A annulliert, und das impliziert die behauptete
Gleichheit. O

Wie iiblich haben wir eine analoge Fassung fiir Endomorphismen endlichdimensionaler
Vektorrdume.
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THEOREM 17.5 (Jordansche Normalform fiir Endomorphismen). Seien K ein Korper und V ein
endlichdimensionaler K-Vektorraum. Sei f ein trigonalisierbarer Endomorphismus von V.

Dann existieren eine Basis ZZvon V undry,...,r, > 1, A, ...A; € K, sodass

Mg%?(f) = diag(]rl,]llv "'7]rk,]lk)

ist. Dabei ist die Zahl k eindeutig bestimmt (also unabhdngig von der Wahl von 9) und die Paare
(ri,Ay), ..., (re, Ag) sind eindeutig bestimmt bis auf ihre Reihenfolge.

Es wird nicht behauptet, dass die Basis % im Satz eindeutig bestimmt sei (und schon das
Beispiel der Identitdtsabbildung idy zeigt, dass es im allgemeinen viele Moglichkeiten gibt,
eine solche Basis zu wihlen). Eine solche »Jordanbasis« # zu berechnen ist (moglich, aber
meistens) eine ziemlich aufwéndige Rechnung. Siehe Ergdnzung 17.24.

Der Beweis des Satzes iiber die Jordansche Normalform ist nicht einfach. Um die einzelnen
Schritte zu verstehen, ist es vielleicht niitzlich, sich zunichst klarzumachen, dass die be-
haupteten Aussagen fiir eine Matrix, die schon Jordansche Normalform hat, »offensichtlich«
sind. In diesem Sinne arbeiten wir uns schrittweise vor und beweisen, dass jede trigona-
lisierbare gewisse Eigenschaften hat, die wir an einer Matrix in Jordanscher Normalform
direkt ablesen konnen.

Etwas konkreter suchen wir (fiir einen gegebenen trigonalisierbaren Endomorphismus f
eines endlichdimensionalen K-Vektorraums V) eine Basis %, so dass M7 (f) in Jordanscher
Normalform ist.

e Wenn wir die Basis % entsprechend der Darstellung von M7%(f) als Block-Diago-
nalmatrix »zerlegen«, entspricht dem eine Zerlegung von V als direkte Summe
f-invarianter Unterrdume. Unser erstes Ziel wird sein, fiir gegebenes V und f die
Existenz einer (im allgemeinen etwas groberen) Zerlegung V = @, V; zu zeigen, in
der die verschiedenen Eigenwerte von f isoliert sind. Die einzelnen V; sollen also f-
invariante Unterrdume sein, so dass wir fiir die Einschrankung f|;, eine darstellende
Matrix finden, die eine obere Dreiecksmatrix ist und auf deren Diagonale tiberall
derselbe Wert steht.

Diese Zerlegung ist die Zerlegung in »verallgemeinerte Eigenrdumec, siehe
Abschnitt 17.2.

e Nach diesem ersten Schritt ist es leicht, das Problem auf den Fall eines nilpotenten
Endomorphismus (Definition 17.17) zu reduzieren, d.h. wir werden zeigen, dass es
geniigt, den Fall zu behandeln, dass f™ = o fiirein m € Nist.

Das ist damit gleichbedeutend, dass f durch eine obere Dreiecksmatrix beschrie-
ben werden kann, auf deren Diagonale iiberall Nullen stehen.

Es geht dann darum zu zeigen, dass man eine obere Dreiecksmatrix dieser Form
immer konjugieren kann zu einer oberen Dreiecksmatrix, die iiberall Nullen hat mit
den Eintrégen direkt oberhalb der Diagonale als einziger Ausnahme. Dort diirfen
Nullen oder Einsen stehen. Mit anderen Worten: Es ist dann zu zeigen, dass eine

Basis by, ..., b, von V existiert, so dass jedes b; entweder auf b;_; oder auf 0 abgebildet
wird. Dies ist eine relativ konkrete Fragestellung, die wir in Abschnitt 17.3 behandeln
werden.

Die Jordansche Normalform ist ein machtiges Werkzeug der linearen Algebra. Zum Beispiel
erhalten wir aus dem Satz tiber die Jordansche Normalform zusammen mit Satz 17.4 einen
neuen Beweis von Korollar 16.29 im trigonalisierbaren Fall:

KOROLLAR 17.6. Seien K ein Korper und f ein trigonalisierbarer Endomorphismus eines endlichdimen-
sionalen K-Vektorraums. Dann gilt: Der Endomorphismus f ist genau dann diagonalisierbar, wenn sein
Minimalpolynom nur einfache Nullstellen hat.
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Dementsprechend ist die Jordansche Normalform auch an vielen Stellen wichtig, wo Metho-
den der linearen Algebra zur Anwendung kommen. Ein konkretes Beispiel ist die Theorie
der linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, siehe Abschnitt 17.7.2
fuir einige weitere Bemerkungen und Verweise dazu.

ERGANZUNG 17.7. Man kann zeigen, dass zu jedem Korper K ein algebraisch abgeschlosse-
ner Erweiterungskoérper K existiert. Uber diesem ist dann jede Matrix aus M, (K) trigonali-
sierbar, besitzt also eine Jordansche Normalform. In dieser werden natiirlich im allgemeinen
Eintridge aus K \ K auftreten. Dennoch kann das sinnvoll sein, um Aussagen {iber Matrizen
(oder Endomorphismen) iiber K zu beweisen.

Fiir Q und R kennen wir ja (wenn wir den Fundamentalsatz der Algebra verwenden) einen
solchen Erweiterungskorper, namlich den Kérper der komplexen Zahlen. O Erginzung 17.7

17.1.1. Die duale Partition einer Partition. Indiesem Abschnitt fithren wir den Begriff
der Partition einer natiirlichen Zahl ein. Das ist ein einfacher und rein kombinatorischer
Begriff, der niitzlich ist, um die Eindeutigkeit der Jordanschen Normalform zu zeigen.

DEFINITION 17.8. Ein Tupelry > r, > r; > - - - natiirlicher Zahlen heif3t Partitionvonn € N,
fallsn = >, r; ist. (Insbesondere diirfen nur endlich viele r; # o sein.) -

Zu jeder Partition kann man die sogenannte duale Partition bilden.

DEFINITION 17.9. Seir; > r, > r; > --- eine Partition von n. Dann ist auch s; > s, > - --
mit
si = #{j; r; > i}

eine Partition von n. Sie wird als die zu (r;); duale Partition bezeichnet. —

LEMMA 17.10. Seiry > ry > 15 > - - - eine Partitionvonn, s, > s, > - - - ihreduale Partition. Dann
istry > ry > 15 > - - - dieduale Partition von (s;);.

BEWEIS. Das ist eine einfache kombinatorische Uberlegung, die wir, statt einen Beweis
zu geben, nur an dem folgenden konkreten Beispiel illustrieren. O

Die Partition 13 = 5 + 3 + 3 + 2 kann man durch das nebenste-
hende Diagramm veranschaulichen. In der ersten Reihe stehen
5 Késtchen, in der zweiten Reihe 3 Kdstchen, usw. Insgesamt
handelt es sich um 13 Késtchen, und in jeder Reihe sind hochs-
tens so viele Kistchen wie in der Reihe dariiber.

Die duale Partition entspricht dann der Partition derselben
Zahl 13, die durch das an der Diagonale von links oben nach
rechts unten gespiegelte Diagramm beschrieben wird.

Das Diagramm rechts beschreibt die Partition 13 = 4+4+3+
I + 1. Das ist genau die zur obigen Partition duale Partition.

In der Kombinatorik hat der Begriff der Partition eine grofie
Bedeutung. Das Problem, fiir die Anzahl der Partitionen einer
gegebenen Zahl n einen geschlossenen Ausdruck anzugeben,
ist auch in der Zahlentheorie von einem gewissen Interesse.
InderTheorie der Jordanschen Normalform benutzen wir den
Begriff allerdings »nur« als ein relativ simples -- wenngleich
niitzliches -- Hilfsmittel.
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17.1.2. Eindeutigkeit der Jordanschen Normalform. Sei A eine Matrix in Jordan-
scher Normalform. Das charakteristische Polynom von A bestimmt die Diagonaleintrige
zusammen mit ihrer Vielfachheit, insbesondere dndern sich diese Daten nicht, wenn A
durch eine konjugierte Matrix ersetzt wird. Die Grofie der Jordan-Blocke lédsst sich wie folgt
beschreiben.

LEMMA 17.11. Sei A einer der Eigenwerte von A, und seienr; > r, > - - - die Grofien der Jordan-Blocke
mit Diagonaleintrag A. Seis; > s, > - - - die zu (r;); duale Partition. Dann gilt

si = dim Ker((A — AEn)i) — dim Ker((A — AEn)l‘—I)‘

BEWEIS. Weil A Jordansche Normalform hat, hat auch A — AE, Jordansche Normalform.
Die Diagonaleintrige sind genau in denjenigen Blécken gleich 0, die zu Jordan-Blécken zum
Eigenwert A in der Matrix A korrespondieren. Jordan-Blocke mit einem Diagonaleintrag
# o sind invertierbare Matrizen, diese liefern also keinen Beitrag zum Kern.

Andererseits gilt rg(Ji ,) = r —ifiiri < rundrg(J; ,) = o fiiri > r. Das heifit
dim Ker(]io) =ifiri<r, und dim Ker(];"o) =rfiri >r.
Damit sehen wir

1 fallsi<r,

dim Ker(J; ,) — dimKer(J; ;) = {0 fallsi > 1.
Folglich ist

dim Ker((A — AE,)") — dim Ker((A — AE,)"™)
die Anzahl der Jordan-Blocke in A zum Eigenwert A, die mindestens die Grofie i haben, also
mit der Notation in der Aussage des Lemmas die Anzahl derj > 1,so dassr; > i gilt. Das ist
die Definition von s; im Sinne der dualen Partition. O

Die Zahlen dim Ker(A — AE,)! indern sich nicht, wenn man A durch eine zu A konjugierte
Matrix ersetzt. Dies beweist, dass die Grofien r; der Jordan-Blocke in der Jordanschen Nor-
malform einer trigonalisierbaren Matrix eindeutig bestimmt sind, da sie die duale Partition
der Partition (s;); wie im Lemma bilden.

Wie immer konnen wir die Aussage auf trigonalisierbare Endomorphismen eines endlich-
dimensionalen Vektorraums iibertragen: Die kombinatorischen Informationen der Jord-
anschen Normalform, also die Anzahl und Gro6fie der Jordanblocke zu den einzelnen Ei-
genwerten sind eindeutig bestimmt. Es gibt aber in aller Regel viele verschiedene Basen, so
dass die darstellende Matrix Jordanform hat. Auch die zu den einzelnen Blécken auf der
Diagonale korrespondierenden Unterrdume des zugrundeliegenden Vektorraums sind nicht
eindeutig bestimmt. Immerhin ist fiir jeden Eigenwert A die Summe aller Unterrdume zu den
Jordanblocken mit Eigenwert A eindeutig bestimmt, wie wir im nédchsten Abschnitt sehen
werden. Dieser Unterraum ist der sogenannte verallgemeinerte Eigenraum.

17.2. Zerlegung in verallgemeinerte Eigenrdume

Unser Ziel ist nun, fiir einen trigonalisierbaren Endomorphismus f eines endlichdimensio-
nalen K-Vektorraums V eine Zerlegung von V zu finden, die die Zerlegung in Eigenrdume,
die wir im diagonalisierbaren Fall haben, verallgemeinert. Wir wollen also die verschiede-
nen Eigenwerte von f »trennen« und dann die Unterrdume (auf denen f nur einen einzigen
Eigenwert hat) einzeln behandeln.

Wir wissen, dass die direkte Summe der Eigenrdume von f nur dann gleich V ist, wenn f
diagonalisierbar ist. Andernfalls miissen wir geeignete grofiere Untervektorrdume von V
betrachten als die Eigenrdume, und zwar definieren wir zu einem Eigenwert A € K von f
den »verallgemeinerten Eigenraumc.
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DEFINITION 17.12. Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber K und
seif € Endg (V). SeiA € K ein Eigenwert von f. Der Untervektorraum

(1) Vi = Va(f) = [ Ker(f — 2id)’
i>0
heifit der verallgemeinerte Eigenraum (oder Hauptraum) von f zum Eigenwert A. -

Wir sehen insbesondere, dass der Eigenraum von f zum Eigenwert A, das ist Ker(f — Aid),
im verallgemeinerten Eigenraum enthalten ist. Weil V endlichdimensional ist, ist klar, dass
in der aufsteigenden Kette

V) = Ker(f — 1id) C Ker(f —Aid)> C --- C V
hochstens endlich viele Inklusionen echte Teilmengen sein konnen. Es gibt alsoeinm € N

mit V) = Ker(f — Aid)™. (Wir werden spiter sehen, dass diese Gleichheit immer schon fiir
m = mult, (minpol,) richtig ist.)

Der wesentliche Punkt, um die gesuchte Zerlegung zu beweisen, ist das folgende Ergebnis,
fiir das wir nicht vorauszusetzen brauchen, dass f trigonalisierbar ist. Es liefert zu jeder Zer-
legung des Minimalpolynoms eines Endomorphismus f:V — V in zueinander teilerfremde
Faktoren eine Zerlegung von V in f-invariante Unterrdume, so dass das Minimalpolynom
der Einschrinkungen auf die beiden Summanden der jeweilige vorgegebene Faktor ist.

SATZ 17.13. Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f:V — V ein Endomor-
phismus.

Sei minpol, = ¢ - § eine Zerlegung in zueinander teilerfremde normierte Polynome ¢, § € K[X].

Dannsind U := Ker({(f)) und W := Ker(&(f)) invariante Untervektorrdume von V. Weiter gilt:

() U=1Im((f)), W =Im((f)),
(2) V=Ua W,

(3) minpol, =, minpolﬁW =Z

BEWEIs. Weilf o {(f) = {(f) of gilt, ist U ein f-invarianter Unterraum. Analog gilt das
fir W.

Wir zeigen nun, dass U = Im(&(f)) gilt. Weil { und £ teilerfremd sind, k6nnen wir Polynome
p,q € K[X] mit p{ + g€ = 1finden. Setzen wir in diese Gleichheit f ein, so erhalten wir

p(f) o8(f) +a(f) o §(f) = idv .
Seinunu € U, das heifit (f)(u) = o. Dann ist

u=p(f)EF) W) +EF)F) W) = §F)(qf)(w) € ImE(f)).

Fiir die andere Inklusion seiu € Im(&(f)), etwa u = &(f)(v). Dann folgt {(f)(4(f)(v)) =
minpol,(f)(v) = o,alsou € U.

Entsprechend haben wir W = Im({(f)), und aus der Dimensionsformel fiir den Endomor-
phismus (f) von V folgt, dass dim U + dim W = dim V ist. Fiir Teil (2) geniigt es folglich,
UN W = o zu zeigen.

Seialsov € Ker({(f)) N Ker(&(f)). Wir haben dann
v=p(f) )W) +4()EF)w) = o.

Es bleibt Teil (3) zu zeigen. Sicher ist {(fiy) die Nullabbildung, denn U wurde ja als der
Kern von {(f) definiert. Das bedeutet minpolfw | {. Entsprechend sehen wir minpolﬁW |€.

Auflerdem folgt aus der Zerlegung V = U & W (weil U und W invariant unter f sind), dass
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minpol, | minpolfw minpolf‘W ist: Wir konnen f entsprechend dieser Zerlegung durch eine
Block-Diagonalmatrix darstellen, und minpolfw bzw. minpolﬁW annullieren den zu U bzw. W
korrespondierenden Block. Also annulliert das Produkt die gesamte Matrix und damit den
Endomorphismus f, wird also von minpol; geteilt.

Wir erhalten damit eine Kette
minpol; | minpolfw-minpolﬁW | -§ = minpol,

von Teilbarkeitsbeziehungen. Weil links und rechts dasselbe Polynom stehen und alle auftre-
tenden Polynome normiert sind, muss in dieser Kette iiberall Gleichheit gelten. Wir haben
gesehen, dass minpolfw | ¢ und minpolﬁW | € gilt; die Gleichheit minpolfw -minpolf‘W =7-&
impliziert daher (wiederum, weil alle Polynome hier normiert sind), dass minpolfw = und
minpolf‘W = & ist. O

Als néchstes ergidnzen wir den Satz um die folgende Prizisierung in dem speziellen Fall,
dass { die Potenz eines irreduziblen Polynoms ist.

SATZ 17.14. Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f ein Endomorphismus

von V. Seiw € K[X] ein irreduzibles Polynom, das ein Teiler von minpolf ist. Wir schreiben minpolf =
™ - § mit 7w { . Das bedeutet, dass m die grofite natiirliche Zahl ist, so dass ™ | minpol gilt.

Esist dann m auch ein Teiler von charpolf und wir schreiben charpolf = nm’n mit 1 n.
(1) Esgilt

|JKer(#'(f)) = Ker(z™(f)) =:U.

i>1

(2) Das charakteristische Polynom von f|; ist 7™, das von fiw istn.

BEWEIS. Wir wenden Satz 17.13 auf { := ™ und & an und erhalten insbesondere
Ker(7™(f)) = Im(&(f)). Weil fiir jedes i > o die Elemente 7' und £ teilerfremd sind, zeigt
dasselbe Argument wie im Beweis von Satz 17.13, dass Ker(r!(f)) C Im(£(f)) gilt. Damit
folgt Teil (1).

Fiir Teil (2) benutzen wir, dass die irreduziblen Teiler von Minimalpolynom und charakteris-
tischem Polynom eines Endomorphismus iibereinstimmen (also ist charpolfw eine Potenz
von  und 7 { charpoly, ). Auferdem gilt

Charpolf = charpolﬁU . charpolﬁW .

Zusammen folgt die Behauptung von Teil (2). O

Fiir die Jordansche Normalform brauchen wir diese Sétze nur im trigonalisierbaren Fall an-
zuwenden und Sie sollten sich ihre Aussagen und Beweise (zumindest im ersten Durchgang)
mindestens in diesem speziellen Fall klarmachen. Dann hat 7 die Form X — A fiireinA € K
und es ist m = mult; (minpoly), m = mult, (charpoly). Wir formulieren fiir diesen Fall das
Ergebnis noch einmal explizit als das folgende Korollar, das eine direkte Ubersetzung der
beiden obigen Sétze im hier betrachteten Spezialfall ist.

KOROLLAR 17.15. Seien K ein Kérper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f ein Endomor-
phismus von V. Sei A € K ein Eigenwert von f und sei

Vi = | Ker((f — Aidy)))
i>1
der verallgemeinerte Eigenraum von f zum Eigenwert A. Wir setzen m := mult A(minpolf) und
schreiben minpol, = (X — A)™ - & (mit§ € K[X],§(A) # o). Dann gilt
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(1) Vi = Ker((f — Aidy)™),

(2) V= V)3 @ W, wobei W = Ker(£(f)) = Im((f — Aidy)™).

(3) Das Minimalpolynom der Einschrdnkung von f auf V) ist (X — A)™. Das charakteristische Polynom
dieser Einschrinkung ist (X — A)™ mitm = mult) (charpoly). Insbesondere ist A der einzige
Eigenwert von fi; und dim(V)) = m.

(4) Der Untervektorraum W aus Teil (2) ist f -invariant und rninpolﬁW =¢.

Weil V) jedenfalls den Eigenraum V) = Ker(f — Aidy) # o enthilt, sehen wir mit Teil (1),
dass m > 1 gelten muss.

Indem wir im trigonalisierbaren Fall, wo charakteristisches Polynom und Minimalpolynom
vollstdndig in Linearfaktoren zerfallen, das Korollar wiederholt auf alle Eigenwerte anwen-
den, konnen wir den Unterraum W weiter zerlegen und erhalten induktiv die oben schon
angekiindigte Zerlegung in verallgemeinerte Eigenrdume.

KOROLLAR 17.16 (Zerlegung in verallgemeinerte Eigenrdume). Seien K ein Korper, V ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum und f ein trigonalisierbarer Endomorphismus von V. Seien A,, ..., A, € K
die paarweise verschiedenen Eigenwerte von K und seifiiri = 1, ..., r mit

Vi, = | JKer((f — Aiidv)) = Ker((f — A;idy)™ "5 (mxpoly))
jz1
der verallgemeinerte Eigenraum von f zum Eigenwert A; bezeichnet.

Dann gilt
V=V), @@V,

Insbesondere sehen wir erneut, dass V die direkte Summe der (gewohnlichen) Eigenraume
ist, wenn das Minimalpolynom vollstindig in Linearfaktoren zerfillt und nur einfache
Nullstellen hat. Wir haben also Korollar 16.29 (2) erneut bewiesen.

Mit diesem Korollar haben wir den ersten Zwischenschritt zum Beweis der Existenz der
Jordanschen Normalform fiir den Endomorphismus f erreicht, denn wir haben den Vek-
torraum in eine direkte Summe von f-invarianten Untervektorrdaumen zerlegt, die den
einzelnen Eigenwerten von f »zugeordnet« sind. Genauer gesagt ist der einzige Eigenwert,
den die Einschrankung von f auf V). hat, gerade das Element A; € K, denn dies ist die einzige
Nullstelle des Minimalpolynoms von f| 7

Uberlegen Sie sich, dass das Korollar (im trigonalisierbaren Fall) leicht aus dem Satz iiber
die Jordansche Normalform folgen wiirde (das ist an dieser Stelle natiirlich nur ein Plau-
sibilitdtstest, weil wir das obigen Korollar als einen Baustein im Beweis der Existenz der
Jordanschen Normalform benutzen mochten.)

17.3. Die Jordansche Normalform fiir nilpotente Endomorphismen

Ist f ein trigonalisierbarer Endomorphismus eines Vektorraums V, der nur einen einzigen
Eigenwert A hat, dann ist f — Aidy trigonalisierbar mit dem einzigen Eigenwert 0. Den
letzteren Fall wollen wir in diesem Abschnitt genauer untersuchen. Unter Ausnutzung der
Zerlegung in verallgemeinerte Eigenrdume werden wir danach den Beweis des allgemeinen
Satzes iiber die Jordansche Normalform leicht abschliefien konnen.

DEFINITION 17.17. Seien K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n =
dim(V). Ein Endomorphismus f € Endg(V) heifit nilpotent, falls die folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt sind:
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(i) Esexistierti > 0,sodassf’ = o.

(ii) f" = o,

(iii) minpol, |X".

(iv) charpol, = X"

(v) Es gibt eine Basis % von V, so dass M%(f) eine obere Dreiecksmatrix ist, deren Diago-
naleintrége alle = o0 sind.

BEWEIS DER AQUIVALENZ. Mit den Sitzen aus dem vorherigen Kapitel sind alle Im-
plikationen leicht zu zeigen. Versuchen Sie es erstmal selbst, bevor Sie den Beweis hier
lesen!

Aus dem Satz von Cayley-Hamilton in der Form von Korollar 16.273 -- minpolf | charpolf --
folgt (iv) = (iii). Die Implikationen (iii) = (ii) = (i) sind offensichtlich. Weil das Polynom X"
vollstandig in Linearfaktoren zerfillt, folgt aus (iv), dass f trigonalisierbar ist, und damit (v),
denn o ist die einzige Nullstelle von X". Dass andererseits (iv) aus (v) folgt, ist klar.

Nun bleibt noch zu begriinden, dass (i) = (iv) gilt. Wenn f* = o ist, dann muss minpol, ein

Teiler von X' sein. Das einzige irreduzible Polynom, das X teilt, ist X, und weil charakte-
ristisches Polynom und Minimalpolynom von denselben irreduziblen Polynomen geteilt
werden (Satz 16.26), muss charpol, ebenfalls eine Potenz von X sein. Weil deg(charpol;) = n

ist, gilt (iv).
Alternativ kann man Satz 16.26 mit dem folgenden Argument vermeiden, das direkt die
Implikation (i) = (v) zeigt. Sei etwa f™ = o. Wir betrachen die Kette
o C Ker(f) C Ker(f?) C --- C Ker(f™ ') C Ker(f™) = V.

Wir wihlen nacheinander Komplementirraume zu diesen Inklusionen, es sei also U ein
Komplement von Ker(f) in Ker(f?), es sei U, ein Komplement von Ker(f?) = Ker(f) @ U, in
Ker(f3),usw.,und schlieflich U,,_; ein Komplement von Ker(f™ ') = Ker(f ) U@ - -GUp—»
in Ker(f™) = V. Schreiben wir noch U, := Ker(f), so erhalten wir eine Zerlegung

V=UdU & @& Un
mit der Eigenschaft, dass fiir alle i gilt, dass

fU)C U@ & Uiy,

denn offenbar gilt f(Ker(fi*")) C Ker(f'). Wihlen wir Basen fiir Uy, Uy, ..., Up_; und setzen
diese zu einer Basis von V zusammen, so erhalten wir eine Basis % von V, so dass M7 (f)
eine Block-obere-Dreiecksmatrix ist, deren Diagonalblocke gleich Null sind. Insbesondere
ist M7 (f) eine obere Dreiecksmatrix mit Nullen auf der Diagonale. O

Vergleiche auch Satz 1.6.56, wo wir die Folgerung (i) = (ii) mit einem dhnlichen Argument
wie am Ende des Beweises gezeigt haben. Mithilfe des Satzes von Cayley-Hamilton haben
wir nun einen neuen Beweis erhalten.

Analog definieren wir den Begriff der nilpotenten Matrix; dort ist natiirlich eine entspre-
chende Charakterisierung durch zueinander dquivalente Bedingungen moglich.

DEFINITION 17.18. Seien K ein Kérper und n € N. Eine Matrix A € M, (K) heifit nilpotent,
falls die folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:

(i) Esexistierti,sodass A’ = o.
(ii) A" = o,
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(iii) minpol, |X".

(iv) charpol, = X"

(v) Die Matrix A ist konjugiert zu einer oberen Dreiecksmatrix, deren Diagonaleintrige alle
= osind.

_|

LEMMA 17.19. Seien K ein Kérper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Seien fi,f, €
Endg (V) Endomorphismen mitf; o f, = f, o f;.

(1) Sind f; und f, diagonalisierbar, so existiert eine Basis % von V, so dass sowohl MZ(f;) als auch
MZ(f,) Diagonalmatrizen sind. Wir sagen, f; und f, seien simultan diagonalisierbar.

(2) Sind f; und f, diagonalisierbar, so ist f; + f, diagonalisierbar.

(3) Sind f; undf, nilpotent, so ist f; + f, nilpotent.

BEWEIS. zu (1). Ubung (Hausaufgabe 3.4). Teil (2) folgt leicht aus Teil (1), weil die Summe
von Diagonalmatrizen offenbar eine Diagonalmatrix ist.

Fiir Teil (3) skizzieren wie zwei Beweismoglichkeiten. Eine Moglichkeit ist, den binomischen
Lehrsatz zu verwenden, und zwar im kommutativen Ring

K[f:,f2] = Z a,j.flifg; a; € K, nur endlich viele a;; # o (C Endg(V)).

ij>o

LEMMA 17.20 (Binomischer Lehrsatz). Sei R ein kommutativer Ring und seienx,y € Rundn € N.

Dann gilt
n
n__ n i..n—i
(x+y) —Z<i>xy .

i=0

Sind dannn;,n, € N mitf;."i = 0,1 =1, 2, so liefert der binomische Lehrsatz eine Darstellung
von (f; + f,)™ "™ als Summe, in der in jedem Summanden entweder der Exponent von f;
mindestens n,, oder der Exponent von f, mindestens n, ist. Also ist jeder Summand = o.

Alternativer Beweis. Eine andere Moglichkeit ist, die Aussage von Hausaufgabe 4.3 zu be-
nutzen, dass miteinander kommutierende trigonalisierbare Endomorphismen simultan
trigonalisierbar sind. Weil f; o f, = f, o f; gilt und weil jeder nilpotente Endomorphismus
trigonalisierbar ist, folgt also, dass beziiglich einer geeigneten Basis sowohl f; als auch f,
durch eine obere Dreiecksmatrix dargestellt werden. Weil beide nur den Eigenwert o haben,
sind alle Diagonaleintrige gleich o, und folglich gilt das auch fiir die Summe dieser beiden
Matrizen. Es folgt, dass f; + f, ebenfalls nilpotent ist. O

Wir benutzen unten die folgende prizisere Fassung von Lemma 16.17 fiir den Fall eines
nilpotenten Endomorphismus.

LEMMA 17.21. Seif € Endg(V) ein nilpotenter Endomorphismus und sei U = (u,f(u),...) ein
zyklischer Unterraum. Dann ist dim U = min{m; f™(u) = o}.Istu’ € U\ f(U), so gilt

U= (. .fu),f*u),..).
BEWEIS. Seid definiert als min{m; f™(u) = o}. Wir zeigen, dass u, f (u), ..., f* " (u) eine

linear unabhingige Familie ist. Weil sie (wegen f(u) = o) offenbar den Raum U erzeugt,
folgt daraus dim(U) = d. Angenommen, es gidbe eine nicht-triviale Linearkombination

aot + ayf (u) + - ag_f*(u) = o.
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Sei i minimal mit a; # 0. Wir wenden f¢~~! an und erhalten

af " (u) = o,
und das ist ein Widerspruch.

(Alternativkann man auch Lemma 16.17 verwenden.)

Wir sehen (zum Beispiel an der Form der darstellenden Matrix oder durch eine direkte Be-
trachtung der gewihlten Basis), dass U = (u) ©Im(f) gilt. Jeder Vektoru € U\ f(U) lisst sich
also schreiben als au + f (v) mita € K*,v € U.Esfolgt f4 " (u') = f4 " (u) + f4(v) = f4 " (u) #
0, und mit dem ersten Teil, nun angewandt auf (u',f(u), ...), dass dim(u , f(u), ... ) = d gilt.
Also ist dieser Unterraum, wie behauptet, gleich U.

(Wenn man die Basis stattdessen in der Reihenfolge % = (f*'(u), ..., u) schreibt, hat die
Begleitmatrix die Form eines Jordan-Blocks: M7 (f) = J4..) O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die Existenz der Jordanschen Normalform fiir
nilpotente Endomorphismen beweisen.

SaTz 17.22 (Normalform fiir nilpotente Endomorphismen/Matrizen). Es seif ein nilpotenter
Endomorphismus von V. Dann existieren eine Basis %8 von V und natiirliche Zahlenr, > --- > 1, > 1,
sodass

M;’g ) = diag(]rhOw”v]rkD)'

Eine entsprechende Aussage gilt fiir nilpotente Matrizen in M, (K).

Wegen der Eindeutigkeitsaussage im Satz iiber die Jordansche Normalform, die wir bereits
bewiesen haben, sind die r; eindeutig bestimmt. Wir haben auch bereits gesehen, dass die
Anzahl der Jordan-Bldcke gleich der Dimension des Eigenraums von f zum Eigenwert o,
also gleich dim Ker f sein muss.

BEWEIS. Wir haben im Beweis des vorherigen Lemmas bemerkt, dass fiir jeden f-
zyklischen Unterraum die darstellende Matrix einer geeigneten Basis die Form eines Jordan-
Blocks hat. Deshalb ist die Aussage des Satzes dquivalent dazu, dass V die direkte Summe
von f-zyklischen Unterrdumen ist.

Wir zeigen das durch Induktion nach n = dim V. Fiir n = 1ist nichts zu zeigen, sei also nun
n > 1.Sei U C V ein Unterraum der Dimension n — 1 mit Im f C U. Ein solcher Unterraum
existiert, weil f nilpotent ist und daher nicht surjektiv sein kann. Es gilt dann f(U) C U und
wir kdnnen die Induktionsvoraussetzung auf f|;y anwenden. Wir erhalten so eine Zerlegung
U=U & ---U alsdirekte Summe f-zyklischer Unterrdume.

Seinunv € V\ U. Wir schreiben

!
f(V)ZZui, mity; e Uji =1, ..., L
i=1

Fiir diei, fiir die u; € f(U;) liegt, sagen wir u; = f (u;), u; € U;, ersetzen wir nun v durch v — u;,

und ersetzen u; durch o. Die obige Gleichung ist dann immer noch richtig. Wir erhalten am
Ende einen Vektor v € V \ U mit einer Darstellung

l
fO)=3uw, mity€Ui=1,..1
i=1

so dass fiir alle i gilt: u; = o oder u; & f(U).
1 Fall: f (v) = 0. Dann ist (v) ein f-zyklischer Untervektorraum und folglich
V=mw)oU o ol
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eine Zerlegung von V in f-zyklische Unterrdume und wir sind fertig.

2. Fall:f (v) # o. Sei m minimal mit der Eigenschaft, dass f™*!(v) = f™(f(v)) = o gilt. Weil
die Untervektorrdume U; eine direkte Summe bilden, gilt dann auch f™(u;) = o fiir alle i.
Aber fiir mindestens eines der u; muss f™ ' (u;) # o sein. Nach Umnummerieren der U; (und
entsprechend der u;) konnen wir annehmen, dass m auch minimal ist mit f™(u;) = 0. Wegen
f(v) # oistdann u; # 0, nach unserer Voriiberlegung also u; ¢ f(U;). Wir wenden nun
Lemma 17.21 an. Weil U; ein f-zyklischer Unterraum ist, folgt U, = (uy, f(u;), ..., f™ " (uy))
und dim U; = m. Andererseits hat W := (v, f(v), ..., f™(v)) die Dimension m + I.

Behauptung. V=W o U, & --- & U,.
Begriindung. Dadim V = dim W + dim ;|
WnU, @@ Up) =o.

Nehmen wir also an, dass a; € K sind mit

U; ist, geniigt es zu zeigen, dass

m
Za,fj(v) celU,&---aU,.
j=o0
Weilv ¢ U aber Im(f) C U gilt, muss a, = O sein. Indem wir wieder die Darstellung
f(v) = > u; hernehmen, kénnen wir die Summe umschreiben als

m m I m—1

> g ) =Y af () =3 g fi(w).
j=o j=1 i=I j=0

Jetzt nutzen wir noch aus, dass die ganze Summe in U, & - - - & Uy liegt, und jeder einzelne
Summand zum Index i in U; enthalten ist, und erhalten

m—I
Zaj+Jj(uI) c UI ﬂ (Uz@ @ U[) - 07

j=o

und das implizierta, = - - - = ap, = o, weil uy, ..., f™ '(u;) linear unabhingig sind. g

17.4. Beweis des Satzes iiber die Jordansche Normalform

BEWEIS VON THEOREM 17.3. Die Eindeutigkeitsaussage haben wir bereits in Abschnitt
17.1.2 bewiesen. Istf € Endg (V) gegeben, so zerlegenwir V = @'_, V. in die direkte Summe
der verallgemeinerten Eigenrdume zu den paarweise verschiedenen Eigenwerten A, ..., A,
von f, siehe Korollar 17.16.

Wir wihlen mit Hilfe von Satz 17.22 Basen der V,, so dass der nilpotente Endomorphismus
f| 7 A id(,i von V; durch eine Matrix in Jordanscher Normalform beschrieben wird. Indem
wir alle diese Basen zusammensetzen, erhalten wir eine Basis von V, beziiglich derer f durch
eine Matrix in Jordanscher Normalform beschrieben wird. O

BEMERKUNG 17.23 (Berechnung der Jordanschen Normalform einer Matrix/eines Endo-
morphismus). Um die Jordansche Normalform eines trigonalisierbaren Endomorphismus
(bzw. einer Matrix) zu finden, geniigt es, die Dimensionen dim Ker(f — Aid)’ fiir alle Eigen-
werte A und alle i zwischen 1 und mult;l(minpolf) zu berechnen, was man mit (mehrfacher
...) Anwendung des Gaufi-Algorithmus erledigen kann. Daraus findet man, wie der Ein-
deutigkeitsbeweis zeigt, die Jordansche Normalform. Oft kann man einen Grof3teil dieser
Berechnungen sparen, wenn man zunéchst das charakteristische Polynom und das Mini-
malpolynom berechnet und in Linearfaktoren zerlegt, weil das gewisse Einschrinkungen
an die Jordansche Normalform mit sich bringt, siehe Satz 17.4. O
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ERGANZUNG 17.24 (Berechnung einer Jordanbasis). Sei f ein trigonalisierbarer Endomor-
phismus eines endlichdimensionalen K-Vektorraums V. Eine Basis # von V zu finden,
so dass M%(f) Jordansche Normalform hat (eine sogenannte Jordanbasis), ist in der Regel
wesentlich aufwindiger, als diese Jordansche Normalform zu berechnen. (Wir haben ja
bereits gesehen, dass es im allgemeinen Fall eine umfangreiche Rechnung erfordert, um
fir zueinander konjugierte Matrizen A und B eine invertierbare Matrix S mit B = SAS™' zu
finden.)

Als erstes berechnet man die verallgemeinerten Eigenrdume von f. Auch das kann schon
rechenintensiv sein, aber im Prinzip ist klar, wie vorzugehen ist. Danach kann man sich
auf den Fall beschrinken, dass V ein einziger verallgemeinerter Eigenraum ist, etwa zum
Eigenwert A. Ersetzt man f durch f — Aidy, so hat man die Aufgabe auf den Fall eines
nilpotenten Endomorphismus reduziert.

Im Prinzip kénnte man wie im Beweis von Satz 17.22 vorgehen, um die gesuchte Basis zu
konstruieren. Um die Berechnung einigermafien effizient auszufiihren, ist es aber besser,
die Sache etwas systematischer anzugehen. Das klért die Situation vielleicht auch zusétzlich
auf (allerdings ist die zusitzlich erforderliche »Buchhaltung« etwas listig, weswegen wir
fiir Satz 17.22 einen kiirzeren Beweis gewihlt haben).

Esseialso f:V — V nilpotent, etwa f™ = o, f™' # 0. Wir betrachten die folgende Kette von
Untervektorrdumen von V:
o C Ker(f) C Ker(f*) C --- C Ker(f™ ") C Ker(f™) = V.
Wir wihlen nun nacheinander
ein Komplement Up,_; von Ker(f™ ") in Ker(f™) =V,

ein Komplement Up,_, von f (Uy,—;) & Ker(f™ 2) in Ker(f™ "),
ein Komplement Uy, von f?(Up—y) ® f(Un—2) @ Ker(f™3) in Ker(f™2),

ein Komplement U, von f™ ' (Up—;) ® f™ 2(Up—z) ® - - - © f(Uy) in Ker(f).

Firallei = o,...,m — 1 sei ugi), - u;i) eine Basis von U;. Dann bilden die Vektoren

W), i=o,..m—1,k=1,..dj=0,..i
eine Basis 4 von V, so dass M:g (f) Jordansche Normalform hat. Dabei ordnen wir die Basis-

vektoren so an, dass fiir jedes i und k die Vektoren ug) S (u,gi) I (ug)) direkt hintereinander
stehen. Sortiert man noch nach i, so kann man zusétzlich erreichen, dass die Jordan-Blocke
der Grofie nach geordnet sind.

Dass diese Familie von Vektoren eine Basis bildet, ist mit Blick auf die Konstruktion der U;
ohne grofiere Schwierigkeiten einzusehen.

Dass die Summe f/(Up—1) + f "(Un—s) + - - - + f (Un—;) + Ker(f™7~") in der obigen Kon-
struktion in Ker(f™ /) enthalten ist, folgt aus f™ = o und der Konstruktion der U;. Es bleibt
aber noch zu begriinden, dass diese Summe

F(Un) + 7 (Unz) + - +f (Unj) + Kex(f"7 )
in jedem der obigen Schritte eine direkte Summe ist. Dafiir wollen wir zum Abschluss ein
Argument skizzieren. Wir fithren Induktion nach . Fiirj = 1ist die Sache klar. Nehmen wir
nun an, dass _
flum—) +- +f(umj) +v=o0
istmitj > 1,u; € Uj,v € Ker(fm_j_l). Wir wollen zeigen, dass alle einzelnen Summanden
= o sind. Durch Anwenden von f™ 7~ erhalten wir

fm_l(umfl) + - +fm_j(um_}') = 0.
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Wenn wir zeigen konnen, dass daraus u; = o firallei = m —j, ..., m — 1 folgt, dann sind wir
fertig.

Wir schreiben die obige Gleichung um als

fm_j(fj_l(umﬂ) NI umij) :fm_I(um—I) N +fm—j(um7j) = 0.
Nach Induktionsvoraussetzung ist f/ " (Up—1) ® f7 2(Un—3) @ - - - ® Up_j ® Ker(f™7) eine
direkte Summe. Dass das Element f/ " (up_1) + - - - + un_; in Ker(f™ /) liegt, wie wir hier
sehen, impliziert also /" (up ) + - - - + tp_j = 0, und damit /" (upm—1) = -+ = Upm_j = O.

Nun gilt U; N Ker(f') = o nach Konstruktion von U;, und daher erhalten wir schlie®lich
Up 1= = Up_j=O.

O Ergédnzung 17.24

17.5. Die Jordan-Zerlegung

Oftist es ausreichend, anstelle der genauen Jordanschen Normalform die sogenannte Jordan-
Zerlegung zur Verfiigung zu haben, die es erlaubt, eine trigonalisierbare Matrix als die
Summe einer diagonalisierbaren und einer nilpotenten Matrix zu schreiben, die zudem
miteinander kommutieren. Besonders niitzlich ist die Aussage des folgenden Satzes wegen
der Eindeutigkeit dieser Zerlegung.

SATZ 17.25 (Jordan-Zerlegung). Seien K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.
Seif € End(V) ein trigonalisierbarer Endomorphismus.

Dann existieren eindeutig bestimmte Endomorphismen D und N von V mit den folgenden Eigenschaften:
D ist diagonalisierbar, N ist nilpotent,

f=D+N, und DoN=NoD.
Ferner existieren Polynome py, pn € K[X] mit Absolutterm o, sodass D = p;(f), N = pa(f).

BEWEIS. SeienA, ..., A, die paarweiseverschiedenen Eigenwertevonf.Sei V = @LI VA,-
die Zerlegung in verallgemeinerte Eigenrdume und minpol, = [];_ (X — 4;)™. Mit dem
Chinesischen Restsatz, Satz 15.61, finden wir ein Polynom p,, so dass

pa=A mod (X—A)™ i=1,...8, pg=0 modX.
Man beachte, dass die letzte Bedingung aus den vorherigen folgt, falls o ein Eigenwert von f
ist, und dass ansonsten X mit allen (X — A;)™ teilerfremd ist.
Dann gilt ps(f)y, = Aiid fiir alle, alsoist D := p,(f) diagonalisierbar. Andererseits sei
pn:=X —pgund N := p,(f). Dann hat Ny, nur den Eigenwert 0, ist daher nilpotent, also
ist N nilpotent. Offenbar gilt Do N = N o D, da sich D und N als Polynome in f ausdriicken
lassen.

Eindeutigkeit. Sei f = D + N die soeben konstruierte Zerlegung und f = D’ + N’ eine weitere.
Wir zeigen D = D', N = N’. Auch wenn wir nicht voraussetzen, dass sich D’ und N’ als
Polynome in f schreiben lassen, gilt das, wie wir gesehen haben, fiir D und N und es folgt,
dassf, D, N, D’, N’ alle miteinander kommutieren. Insbesondere ist in der Gleichung

D—D'=N —N

die linke Seite diagonalisierbar und die rechte Seite nilpotent. Es folgt D — D" = o0 = N’ — N,
wie gewiinscht. 0
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BEMERKUNG 17.26. Um den Satz iiber die Jordan-Zerlegung ohne die Eindeutigkeitsaus-
sage und ohne die Aussage, dass sich D und N als Polynome in f ausdriicken lassen, zu
beweisen, kann man elementarer vorgehen: Man definiere D als die eindeutig bestimmte
Abbildung mit D\Vai =A idVAi und setze N = f — D. Es lasst sich dann leicht priifen, dass D

diagonalisierbar und N nilpotent ist und dass DN = ND gilt.

Alternativ kann man natiirlich auch benutzen, dass A zu einer Matrix B in Jordanscher
Normalform konjugiert ist. Wie sieht die Jordan-Zerlegung fiir B aus? O

Ein entsprechendes Ergebnis hat man natiirlich fiir trigonalisierbare Matrizen. Eine andere
Variante, die manchmal niitzlich ist, ist die multiplikative Jordan-Zerlegung.

ERGANZUNG 17.27 (Die multiplikative Jordan-Zerlegung). Sei K ein Korper und V ein end-
lichdimensionaler Vektorraum iiber K. Ist f:V — V ein trigonalisierbarer Automorphismus
von V,dann existieren eindeutig bestimmte Automorphismen U und Dvon V, so dass gilt:

(a) Dist diagonalisierbar,
(b) U ist trigonalisierbar mit 1 als einzigem Eigenwert,
() A=UoD=DoU.

Beweils. Ubung. (Das Ergebnis lisst sich leicht aus der additiven Jordan-Zerlegung
folgern.) O

U Ergédnzung 17.27

17.6. Die rationale Normalform *

Wenn der Grundkorper K nicht algebraisch abgeschlossen ist, dann ist nicht jede quadrati-
sche Matrix iiber K trigonalisierbar. In diesem Fall ist es niitzlich, andere »Normalformen«
als die Jordansche Normalform zu betrachten. Es ist klar, dass diese im allgemeinen keine
Dreiecksform haben kénnen. Es ist aber immer méglich, eine gegebene Matrix zu einer
Block-Diagonalmatrix zu konjugieren, deren Blocke Begleitmatrizen sind. Wir wollen das
in diesem Abschnitt ein bisschen prizisieren, aber nicht beweisen.

Wir sprechen wieder iiber Endomorphismen statt tiber Matrizen. Sei also V ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum und f:V — V ein Endomorphismus. Sei 4 = minpol;, y =
charpol; und seien

p=pep
und

X=peepy
die Zerlegungen in irreduzible Polynome in K[X], d.h. es seien py, ..., p, normiert, irredu-
zibel und paarweise verschieden und 1 < m; < n; fiir alle i. (Wir benutzen hier, dass ein
irreduzibles Polynom genau dann u teilt, wenn es y teilt.

Mit Satz 17.13 und Satz 17.14 erhalten wir eine Zerlegung von V als direkte Summe V =
€D._, Vi von f-invarianten Unterrdumen, so dass fiir alle i die Einschriankung von f auf V;
Minimalpolynom p;" und charakteristisches Polynom p" hat. Insbesondere gilt dim V; =
deg(p!") = n;deg(p;). Um diese Zerlegung zu erhalten, ist es nicht erforderlich, weitere
Wahlen zu treffen, sie ist durch f eindeutig bestimmt.

Indem wir die einzelnen Summanden dieser Zerlegung einzeln behandeln, konnen wir
im folgenden annehmen, dass minpol; und charpol Potenzen eines einzigen irreduziblen
Polynoms p sind.
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Die wesentliche Arbeit beim Beweis der Existenz der unten angegebenen »rationalen Nor-
malform« besteht darin, den folgenden Satz zu zeigen:

SATZ 17.28. Der Vektorraum V ldsst sich als eine direkte Summe von f-zyklischen Untervektorridumen
schreiben.

Insgesamt kann man dann das folgende Theorem beweisen, das eine Normalform fiir Endo-
morphismen angibt, ohne dass man die Trigonalisierbarkeit annehmen muss.

THEOREM 17.29 (Rationale Normalform). Seien K ein Kérper und V ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Seif € Endg(V), und sei

N
charpol, = H p
1=I
die Zerlegung in ein Produkt irreduzibler normierter Polynome (p; € K[X| paarweise verschieden). Dann
existieren fiir jedes i € {1, ..., s} natiirliche Zahlenr;; > r; , > --- mit Zj r;j = n; und eine Basis %
von V, so dass
MZ%(f) = diag(Ay, ..., Ay)

eine Diagonal-Blockmatrix ist, und fiir jedes i die Matrix A; € My,(K), N; := n; deg p;, selbst eine
Diagonal-Blockmatrix ist, die zusammengesetzt ist aus den Begleitmatrizen der Polynome pl.r"‘l, p:i’z,
Dabei sind die p; als die normierten irreduziblen Teiler von charpol, bis aufihre Reihenfolge eindeutig
und die Zahlen r; j eindeutig bestimmt.

Fiir allei ist p; ein Teiler von minpolf, und p:“ ist die maximale Potenz von p;, die minpoly teilt, genauer
gilt:

. d Ti1
mlnpolf = H’Ti .

i=1

Siehe Abschnitt 18.7, insbesondere Abschnitt 18.7.6 fiir einen konzeptionellen Beweis, der
allerdings einen weiteren Ausbau der Ringtheorie erfordert. Siehe auch [Zi] Kapitel 7.4 fiir
einen direkteren Zugang.

17.7. Erginzungen *

17.7.1. Die Jordansche Normalform iiber R. Ist A € M,(R) trigonalisierbar, dann
besagt der Satz tiber die Jordansche Normalform, dass A konjugiert ist zu einer Matrix
B € M, (R), die Jordansche Normalform hat.

Es ist eine naheliegende Frage, ob es eine »einfache Normalform« fiir beliebige Matrizen
aus M, (R) gibt. In der Tat kann man mit der folgenden Definition eine solche Normalform
beschreiben:

DEFINITION 17.30. Fiira,b € R, b # 0,und r € N., setzen wir

a —b
M“’b:(b a)

und definieren die (nach einem zu den Jordanblécken analogen Prinzip gebildete) Blockma-
trix
Ma,b Ez
Ma,b E,
Jrap = ) . € M, (R).
Ma,b Ez
Ma,b
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THEOREM 17.31 (Jordansche Normalform iiber R). Sei A € M,(R) eine quadratische Matrix
iiber dem Kérper der reellen Zahlen. Dann ist A konjugiert zu einer Block-Diagonalmatrix, deren Blocke
entweder gewohnliche Jordanblocke oder Blocke der Form ], (mitr > 1,a,b € R, b # 0) sind. Diese
Normalform ist eindeutig bestimmt bis auf die Reihenfolge der Blécke.

Die Blocke J; ; , korrespondieren zu den irreduziblen Polynomen vom Grad 2, die das cha-
rakteristische Polynom (und das Minimalpolynom) von A teilen. Es gilt ein dhnlicher Zu-
sammenhang zwischen den Gréf3en der Blocke und den Vielfachheiten, mit denen diese
Polynome in Minimalpolynom bzw. charakteristischem Polynom auftreten.

Zum Beweis kann man - grob skizziert -- folgendermafien vorgehen: Jedenfalls kann man
die Matrix A € M,(R) als Element von M,(C) betrachten, und eine Matrix S € GL,(C)
finden, fiir die SAS™" Jordansche Normalform hat (allerdings in M,,(C), es werden also, wenn
A iiber R nicht trigonalisierbar ist, auch komplexe Zahlen als Eintrédge auftreten). Weil das
charakteristische Polynom Koeffizienten in R hat, sind seine Nullstellen entweder reell,
oder tritt fiir eine Nullstelle A € C \ R die komplex konjugierte Zahl A mit derselben Viel-
fachheit als Nullstelle auf. Man zeigt, dass auch die Gréfen der Jordanblocke zu A bzw. zu A
ibereinstimmen. (Das folgt aus der Eindeutigkeitsaussage iiber die Jordansche Normalform
iber C.) Man kann dann zeigen, dass man je einen Jordanblock der Gréfie r zu A und A
»zusammenfassen« kann zu einem Block der Form J,  j.

Siehe zum Beispiel [K1] Kapitel 5.6 fiir weitere Details.

17.7.2. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Die Jord-
ansche Normalform ist niitzlich in der Theorie der linearen Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten. Damit kann man die Methoden, die wir in Ergdnzung I.10.28 im
diagonalisierbaren Fall skizziert haben, auf den allgemeinen Fall ibertragen (iiber C direkt,
und iiber R mit Hilfe der Jordanschen Normalform iiber R, Theorem 17.31.

Siehe [Kl1] Kapitel 5.7. Siehe auch [Waz2] Kapitel 1.






KAPITEL 18

Konstruktionen von Vektorriumen

Wir kennen schon einige Moglichkeiten, um aus gegebenen Vektorrdumen »neue« zu kon-
struieren, unter anderem die direkte Summe und das Produkt von Vektorrdumen (Ab-
schnitt [.6.6) und die Raume Homg (V, W) von linearen Abbildungen zwischen Vektorriu-
men.

In diesem Kapitel kommen wir zuerst noch einmal kurz auf Summe und Produkt zu spre-
chen, und betrachten dann einige weitere Konstruktionen von Vektorraumen:

e den Quotientenvektorraum V /U eines Vektorraums V nach einem Untervektor-
raum U,

e das Tensorprodukt von Vektorrdumen,

e die dufleren Potenzen eines Vektorraums.

Die Quotientenkonstruktion ist eine Methode, die nicht nur fiir Vektorrdume sondern auch
fur Mengen, Gruppen und Ringe in dhnlicher Weise durchfiihrbar ist, und speziell im Kon-
text von Gruppen und von Ringen noch eine wesentlich gréflere Bedeutung hat, als fiir
Vektorraume. Siehe die Abschnitte 18.3 und 18.4 fiir kurze Einfithrungen.

Um die Gemeinsamkeiten zwischen den verschiedenen Quotientenkonstruktionen deutlich
zu machen (und das Fundament fiir weitere Verallgemeinerungen auf noch kompliziertere
Objekte zu legen), diskutieren wir die Charakterisierung des Quotienten durch seine »uni-
verselle Eigenschaft«. Das klingt zuerst ein bisschen kompliziert, ist aber ein sehr méchtiges
Konzept, das zum Beispiel in der Algebra und der algebraischen Geometrie von Bedeutung
ist.

Es wird oft niitzlich sein, die gegebenen Objekte und Abbildungen in einem sogenannten
»kommutativen Diagramm« darzustellen.

DEFINITION 18.1. Ein Diagramm von Abbildungen ist gegeben durch eine Menge von Objek-
ten und eine Menge von Abbildungen dazwischen.

Wir sprechen von einem kommutativen Diagramm, wenn fiir je zwei Objekte in dem Diagramm
alle Verkettungen entlang verschiedener Wege vom ersten zum zweiten Objekt dieselbe
Abbildung ergeben. —

Die Definition ldsst sich am einfachsten anhand einiger Beispiele erklaren.

BEISPIEL 18.2. (I) Gegeben seiein Diagramm

A—? B

[,k
f
C — D.
Das Diagramm ist genau dann kommutativ, wenn f o t = s o g gilt.
(2) Gegeben sei ein Diagramm

77
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N

C.

Das Diagramm ist genau dann kommutativ, wenn f = g o h gilt.
(3) Gegeben sei ein Diagramm

Nl b

Das Diagramm ist genau dann kommutativ, wennp =vof,¢p =gofundfov=uog
gilt. Die anderen Bedingungen, zum Beispielu o ¢ = f o v o £, folgen daraus.

O

18.1. Produkt und direkte Summe von Vektorriumen

18.1.1. Die universelle Eigenschaft des Produkts. Sei K ein Korper. Sei I eine Men-
ge ("'Indexmenge"), und sei fiir jedes i € I ein Vektorraum V; gegeben. Wir haben in Ab-
schnitt [.6.6 das Produkt und die direkte Summe der Familie V; definiert, und zwar ist

11 Vi = {(iics; vi € Vi}

icl
als Menge das gewdhnliche kartesische Produkt, und die Vektorraumstruktur ist durch
komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation definiert. Die direkte Summe

EB Vi = {(V,’),’GI € H Vi; v; = o fiir alle bis auf h6chstens endlich vielei € I} C H V;
i€l icl i€l
ist der Untervektorraum derjenigen Elemente, in denen nur endlich viele Eintrige # o sind.
Ist I endlich, dann stimmen direkte Summe und direktes Produkt iiberein.

IstI = {1,...n}, so schreiben wir auch []; | V;oder V; x --- x V, statt [],.; Vi.
Das Produkt erfiillt die folgende sogenannte »universelle Eigenschaft«.

SaTz 18.3 (Universelle Eigenschaft des Produkts). Mit den obigen Notationen sei V := [[;.; Vi.
Die Projektionen 7;:V — V;, (v;); — v;, sind Vektorraumhomomorphismen.

Sei W ein Vektorraum zusammen mit Homomorphis- W oo N Hie 1 Vi
men p;:W — V. Dann gibt es genau einen Homo-

morphismus ¢:W — 'V, so dass fiir allej € I gilt: R %
pj=moe. Vi

BEWEIS. Wir definieren ¢ durch

$(w) = (pi(W))ier-
Es ist leicht zu sehen, dass diese Abbildung die gewiinschten Eigenschaften hat, und dass es
keine andere Moglichkeit gibt, eine solche Abbildung zu definieren. O
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In Teil (2) des Satzes nennt man den Vektorraum W (zusammen mit den Homomorphismen
p;j) auch das Testobjekt fiir die universelle Eigenschaft. Es ist wichtig, dass hier jeder Vektorraum
als Testobjekt verwendet werden darf.

Der Beweis des Satzes ist so simpel, dass sich die Frage stellt, warum der Satz tiberhaupt
niitzlich ist. Uns dient der Satz hier vor allem der Illustration, wie eine universelle Eigen-
schaft eine Charakterisierung der entsprechenden Konstruktion liefert. Das formulieren wir
folgendermafien.

SATZ 18.4. Seien K ein Korper, I eine Menge, und fiir i € I sei ein K-Vektorraum V; gegeben. Sei P ein
K-Vektorraum zusammen mit Vektorraum-Homomorphismen ;:P — 'V, so dass gilt:

Fiir jeden K-Vektorraum W (»Testobjekt«) zusammen mit Homomorphismen p;:W — V; gibt es genau
einen Homomorphismus ¢:W — P, sodass fiir allej € 1 gilt: pj = j o .

Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus a:P — [[;; V;, so dass §y; = m; o a fiir
allej gilt. (Hier bezeichnet wieder m;: | [; V; — V; die Projektion.)

BEwEIs. Weil wir schon gesehen haben, dass das Produkt IT := [[;; V; und P dieselbe
universelle Eigenschaft erfiillen, 1dsst sich der Satz durch ein rein formales Argument in den
folgenden vier Schritten beweisen.

Wir bezeichnen die Projektion IT = [[;;
Schritt 1: Konstruktion eines Homomorphismus a:P — I1. Wir wen-

Vi — V; wie oben mit ;.

den die universelle Eigenschaft von IT an (mit Testobjekt P). o S s I
Mit P und den Abbildungen ;:P — V; haben wir ein Testob- \ /
jekt, das die Voraussetzungen erfiillt, und wir erhalten einen b 7
eindeutig bestimmten Homomorphismus a:P — II, so dass Vi.

Yj = mjoafiirallej € I gilt.
Schritt 2: Konstruktion eines Homomorphismus :I1 — P. Symme-

trisch dazu wenden wir jetzt die universelle Eigenschaft von I R A s P
P an. Mit [T und den Abbildungen 7;:II — V; haben wir ein

Testobjekt, das die Voraussetzungen erfiillt, und wir erhalten R /np,
einen eindeutig bestimmten Homomorphismus B:IT — P, so V.

dass j = p; o Bfiirallej € I gilt.
Schritt 3: f o a = idp. Wir betrachten nun die beiden Homo-

morphismen idp :P — Pund o a:P — P. Es gilt P
(a) ¢ = i o idp, und P, —L3p
(b) =700 =y 0 (Bo ). N o
Wegen der Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigen- V.

schaft von P (mit Testobjekt P) folgt, dass f o a = idp ist.
Schritt 4:a o B = idp. Das Argument verlduft genau symmetrisch zu Schritt 3.

Da a und B zueinander invers sind, handelt es sich um Isomorphismen. Die Eindeutigkeit in
den Schritten 1 und 2 folgt direkt aus der Eindeutigkeitsaussage der universellen Eigenschaft
(auch ohne schon zu wissen, dass « und ff Isomorphismen sind). O

BEMERKUNG 18.5 (Nutzen der Charakterisierung durch eine universelle Eigenschaft). Die
Charakterisierung durch eine universelle Eigenschaft erlaubt es, gewisse Konzepte -- wie
das Produkt -- rein in Termen von Objekten und zugehorigen Abbildungen auszudriicken.
Das funktioniert nicht nur fiir Vektorrdume und Vektorraum-Homomorphismen, sondern
immer, wenn wir eine »verniinftige« Klasse von Objekten und dazugehorigen Abbildun-
gen (»Homomorphismen«, oder oft auch einfach »Morphismen«) an der Hand haben. (Der
»richtige« Begriff, um diese Situation zu formalisieren ist der Begriff der Kategorie, siehe
Ergénzung 18.8.1.)

Zum Beispiel kann man so den Begriff des Produkts auch charakterisieren fiir
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e Mengen und Abbildungen,
e Gruppen und Gruppenhomomorphismen,
e Ringe und Ringhomomorphismen,

und auch in vielen anderen Situationen.

So elegant die Definition eines Begriffs tiber die universelle Eigenschaft ist (wenn man
sich erst einmal daran gewohnt hat), hat sie doch einen Haken: Zwar bekommt man die
Eindeutigkeit bis auf eindeutig bestimmten Isomorphismus »geschenkt«, aber ob so ein
Objekt tiberhaupt existiert, ldsst sich aus der Definition nicht ablesen. In der Tat ist es leicht,
Beispiele von »Situationen« zu geben, wo ein Objekt, das die obige universelle Eigenschaft
des Produkts hat, nicht existiert! Und dhnlich ist es fiir die anderen Beispiele aus der Liste
unten, die man durch universelle Eigenschaften charakterisieren kann: Die Existenz muss
jedesmal noch extra bewiesen werden.

Zum Beispiel gibt es keinen Korper K, der die universelle Eigenschaft des Produkts von Q und
[F, erfiillt (mit Ringhomomorphismen als Abbildungen). Man kann zwar den Produktring
Q x F, betrachten, aber das ist (warum?) kein Kérper. Dass es so einen Kérper gar nicht
geben kann, sieht man daran, dass es schon keinen Korper K gibt, fiir den es sowohl einen
Ringhomomorphismus K — Q als auch einen Ringhomomorphismus K — [, gibt.

Bei Begriffen, die wir ohnehin durch eine konkrete Konstruktion definiert haben, ist das
natiirlich kein Problem. Aber zum Beispiel beim Tensorprodukt ist der Beweis, dass ein
Objekt mit der gesuchten universellen Eigenschaft tiberhaupt existiert, etwas »lastig«. Im-
merhin ist das Gute, dass man die explizite Konstruktion, wenn die Existenz des gesuchten
Objektes einmal gezeigt ist, in vielen Fillen nie wieder braucht, weil man alle Eigenschaften
des Objekts mit der universellen Eigenschaft begriinden kann.

Dasselbe Prinzip (aber eben mit anderen »universellen Eigenschaften«) lisst sich auf viele
Konstruktionen anwenden, zum Beispiel kann man auch die folgenden Konstruktionen
durch universelle Eigenschaften charakterisieren:

e die direkte Summe von Vektorrdaumen, siehe unten,

e den sogenannten Quotienten eines Vektorraums nach einem Unterraum (oder einer
Gruppe nach einem Normalteiler oder eines Rings nach einem Ideal ...), siehe die
Abschnitte 18.2,18.3, 18.4,

den Kern eines (Vektorraum-)Homomorphismus,

das Bild eines (Vektorraum-)Homomorphismus,

den Polynomring tiber einem kommutativen Ring,

das Tensorprodukt von Vektorraumen und die dufleren Potenzen eines Vektorraums,
siehe die Abschnitte 18.5, 18.6.

O

BEMERKUNG 18.6 (Analogien zur universellen Eigenschaft). Vielleicht ist es hilfreich, noch
einmal an die folgenden Konstruktionen/Definitionen zu erinnern, die (in gewissem Mafie)
der Charakterisierung durch eine universelle Eigenschaft dhneln:

(1) Seien R ein Integrititsringunda, b € R. Ein Element d heifit ggT von a und b, wenn gilt:
(a) d|a,d|b,
(b) fiir jedes Elementd mitd |aundd |bgiltd |d.
Wenn Sie hier x | y gedanklich als »es existiert x — y« interpretieren, und voraussetzen,
dass zwischen zwei »Objekten« immer hichstens eine Abbildung (»ein Pfeil«) existiert,

dann liest sich die obige Definition ganz dhnlich wie die universelle Eigenschaft des
Produkts von zwei Objekten a und b.
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Die Ahnlichkeit erstreckt sich auch dahin, dass aus der Definition nicht die Existenz
eines ggT folgt, und dass ein ggT eindeutig bestimmt ist bis auf Multiplikation mit einer
(eindeutig bestimmten) Einheit von R*.

(2) SeiV ein Vektorraum und seiM C V eine Teilmenge. Ein Untervektorraum U C V heifit
von M erzeugter Untervektorraum, wenn gilt:
(a) MCU,
(b) fiir jeden Untervektorraum UCVmitMCU gilt U C U'.

Hier spielt C die Rolle der Abbildungen und wir bekommen fiir jedes »Testobjekt« U’ eine
»Abbildung« von U nach U’. Diese Definition dhnelt daher der universellen Eigenschaft
der direkten Summe, die wir in Abschnitt 18.1.2 anschauen wollen.

O

BEMERKUNG 18.7. Man kann die universelle Eigenschaft des Produkts auch folgenderma-
Ren umformulieren: Seien wie oben K-Vektorrdaume V;,i € I, gegeben, und seien m;: [[; V; —
V; die Projektionen. Fiir jeden K-Vektorraum W ist der Homomorphismus

HomK (W, H V,') — H HomK(W, V,'), IJJ — (71’,' o ‘]J)iel
i€l i€l
bijektiv. 0

BEMERKUNG 18.8. Der Zugang iiber die universelle Eigenschaft liefert auch eine neue
Begriindung dafiir, dass das leere Produkt, also das Produkt (von einer Familie von K-
Vektorraumen) mit leerer Indexmenge, als der Nullvektorraum iiber K angesehen werden
sollte. Warum? Q

18.1.2. Die universelle Eigenschaft des Koprodukts. Die direkte Summe kann man
in dhnlicher Weise durch eine universelle Eigenschaft charakterisieren.

SATZ 18.9 (Universelle Eigenschaft der direkten Summe). Seien K ein Korper, I eine Menge und
sei fiir jedes i € I ein Vektorraum V; gegeben.

(1) Mit den obigen Notationen sei V := @i € IV;. Die Inklusionen1;:V; — V,v — (...,0,v,0,...)
(v steht an der Stelle I) sind Homomorphismen.

(2) Sei W ein Vektorraum zusammen mit Homomorphismen f;:V; — W. Dann gibt es genau einen
Homomorphismus ¢: @, .; V; — W, sodass fiirallei € I gilt:f; = ¢p o 1.

@ie] Vl 777777777777777 > W

V.

(3) Sei V' ein Vektorraum zusammen mit Homomorphismen 1,:V; — V', der auch die Eigenschaft in (2)
hat. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus ¢:V — V', so dass fiir alle i: 1; =¢ou.

BEWEIs. Der Beweis der Teile (1) und (2) ist einfach. Die Abbildung ¢ in Teil (2) definiert

man durch
P((vi)ier) = D>_filvi).
i€l
Weil hichstens endlich viele v; von Null verschieden sind, hat die Summe auf der rechten
Seite nur endlich viele Summanden # o. Fiir Teil (3) kann man ganz analog zu Satz 18.4
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vorgehen. Man konstruiert in den ersten beiden Schritten Homomorphismen V — V'’
und V' — V mit der Existenzaussage der universellen Eigenschaften, und benutzt dann
die Eindeutigkeitsaussage, um zu beweisen, dass beide Verkettungen mit der jeweiligen
Identitdtsabbildung tibereinstimmen. O

Uberlegen Sie sich, dass die direkte Summe aber (wenn I unendlich ist und unendlich viele
Vi # o sind) nicht die universelle Eigenschaft des Produkts erfiillt, und dass ebenso das
Produkt in diesem Fall nicht die universelle Eigenschaft der direkten Summe erfiillt.

Zwischen Produkt und direkter Summe von Vektorrdaumen gibt es eine formale Analogie:
Man erhilt die universelle Eigenschaft der direkten Summe aus derjenigen des Produkts,
indem man bei allen Abbildungen (allen »Pfeilen«) die Richtung umdreht:

Deshalb nennt man die direkte Summe manchmal auch das Koprodukt der Familie (V;);c;,
besonders dann, wenn man iiber die universelle Eigenschaft spricht. Fiir das Koprodukt

verwendet man auch das Symbol [ [;.;.

BEMERKUNG 18.10. Ahnlich wie in Bemerkung 18.7 kann man die universelle Eigenschaft

des Koprodukts von Vektorraumen folgendermafien umformulieren: Ist V;,i € I, eine Familie
von K-Vektorrdumen, so ist fiir jeden Vektorraum W die Abbildung

Homg (@ Vi, W) — [[Homk(Vi, W), ¢ = (¢ o n)ic
i€l i€l
bijektiv. Vergleiche Satz I.7.15. O

BEMERKUNG 18.11 (Koprodukt von Mengen). Das gew6hnliche kartesische Produkt von
Mengen erfiillt fiir Mengen und Abbildungen zwischen Mengen dieselbe universelle Eigen-
schaft wie das Produkt von K-Vektorrdumen (und auch wie das Produkt von Gruppen und
das Produkt von Ringen). Beim Koprodukt ist die Sache interessanter. Es gibt namlich fiir
Mengen X, Y keine »natiirliche« Abbildung X — X x Y, weil es -- anders als im Fall von
Vektorrdaumen mit dem Nullvektor -- kein »ausgezeichnetes« Element von Y gibt. Deshalb
lasst sich ein Koprodukt X [ [ Y von Mengen X und Y (also eine Menge, die die universelle
Eigenschaft des Koprodukts fiir die Familie X, Y erfiillt) nicht als Teilmenge des Produkts
X x Y konstruieren.

Man kann aber Koprodukte von Mengen auf eine andere Art und Weise konstruieren, und
zwar hat die disjunkte Vereinigung von zwei Mengen (bzw. allgemeiner von einer Familie
(Xi)ic1 von Mengen) die richtige universelle Eigenschaft. Unter der disjunkten Vereinigung
einer Familie X;, i € I verstehen wir eine Menge [ [;; X; mit injektiven Abbildungen 1;:X; —
[1;c; Xi, so dass [ [, X; die Vereinigung aller 1;(X;) ist, und so dass 1;(X;) N 1;(X;) = 0 fiir alle
i # j ist. Man bildet sozusagen die Vereinigung in einer Art und Weise, dass die Elemente
der einzelnen X; jedenfalls voneinander getrennt bleiben. (Formal kann man das als die
Vereinigung der Mengen {i} x X; konstruieren, die Abbildung i; ist dann durch x — (i, x;)
gegeben. Es ist nicht schwer nachzupriifen, dass diese Konstruktion eine Menge (zusammen
mit den Abbildungen ;) liefert, die die universelle Eigenschaft des Koprodukts erfiillt.

O
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BEMERKUNG 18.12. Der Zugang iiber die universelle Eigenschaft liefert auch eine neue
Begriindung dafiir, dass die leere direkte Summe, also die direkte Summe (von einer Familie
von K-Vektorrdumen) mit leerer Indexmenge, als der Nullvektorraum iiber K angesehen
werden sollte. Warum? O

18.2. Der Quotientenvektorraum

Wir kommen nun zur Konstruktion des Quotientenvektorraums. Dieser Konstruktion liegt
die folgende Idee zugrunde: Sind K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervek-
torraum, so méchten wir einen neuen Vektorraum V/U zusammen mit einem surjektiven
Homomorphismus 7:V — V /U konstruieren, der U als Kern hat. Die Konstruktion soll
dabei nicht von irgendwelchen Wahlen abhidngen (insbesondere wollen wir nicht benutzen,
dass U ein Komplement in V besitzt -- eine Tatsache, die den Basisergédnzungssatz erfordert
und die wir in der Linearen Algebra 1 deshalb auch nur fiir endlich erzeugte V bewiesen
haben).

BEMERKUNG 18.13. Zur Einstimmung und Motivation stellen wir zwei Voriiberlegungen
an.

(1) Seien K ein Kérper, V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Nehmen wir
erstmal an, dass ein surjektiver Vektorraum-Homomorphismus p:V — W mit Kern U
gegeben ist. Wie sehen die Fasern von p aus?

Jedenfalls gilt p~*(0) = Ker(p) = U. Allgemeiner gilt fiir v,v' € V, dass sie genau dann
in derselben Faser liegen, wenn p(v) = p(v), oder dquivalent, wennv —v' € U gilt.

Wihlen wir zu w € W also irgendein v € V mit p(v) = w, so erhalten wir
pt(w)=v+U:={v+u; ueU}.

Die Schreibweise v + U haben wir schon in den ersten Wochen der Vorlesung Lineare

Algebra 1 eingefiihrt, um die Lésungsmengen von inhomogenen linearen Gleichungssys-

temen zu beschreiben. Teilmengen von V dieser Form entstehen einfach, indem man

U »verschiebt«, d.h. zu allen Elementen von U denselben Vektor v addiert. Und ist v’
irgendein Element aus v + U, so gilt v + U = v + U. Mit anderen Worten haben wir

v+U=v +U < v—v cU.

Diese Uberlegungen kénnen wir als Fahrplan benutzen, um in einer Situation, wo nur V
und U, aber nicht W und p gegeben sind, einen surjektiven Homomorphismus mit Kern
U zu konstruieren.

(2) Die zweite Vorbereitung ist eine kurze Erinnerung an den Begriff der Aquivalenzre-
lation. Ist X eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation, dann bezeichnen wir [x] die
Aquivalenzklasse von x € X und mit X/~ die Menge der Aquivalenzklassen. Dann ist
m:X — X/~,x — [x] eine surjektive Abbildung, und 7(x) = 7(x") gilt genau dann, wenn
x ~ x ist.

Ist umgekehrt p:X — Y eine surjektive Abbildung, so ist
x~x = px)=px)

eine Aquivalenzrelation auf X, und es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung X/~ —
Y, so dass das Diagramm

X P Y
X//
X/~
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kommutativ ist. Auflerdem ist die Abbildung X/~ — Y bijektiv.

Nach diesen vorbereitenden Uberlegungen kénnen wir den Quotientenvektorraum konstru-
ieren. Sei K ein Korper. Es seien V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Wir
definieren auf V die folgende Aquivalenzrelation:

’

Vv~V <= v—v/GU.

Es ist fast offensichtlich, dass es sich um eine Aquivalenzrelation handelt: v ~ v gilt, weil U
als Untervektorraum die o enthilt, fiir v ~ v’ gilt auch v' ~ v, weil U mit jedem Element auch
sein Negatives enthilt, und die Transitivitit folgt (firv ~ v, v’ ~ v") aus

77 12 ’

vV —v=0 —v)+ (v —v)eU,

weil U abgeschlossen ist unter der Addition. Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklas-
senmit V/U := V/ ~.

Die Aquivalenzklasse von v € V beziiglich dieser Aquivalenzrelation ist die Menge
v+U={v+u ucU}.

Man nennt die Aquivalenzklassen die Nebenklassen (von U in V). Die Elemente der Aquiva-
lenzklassen nennen wir auch Représentanten oder Vertreter der Aquivalenzklasse oder der
Nebenklasse. Denn fiir jedes v’ € v + U gilt v + U = v + U (denn zwei Nebenklassen sind
--wie allgemein zwei Aquivalenzklassen beziiglich einer Aquivalenzrelation -- entweder
disjunkt oder gleich).

Als nichstes definieren wir auf V/U die Struktur eines K-Vektorraums, d.h. wir definieren
eine Addition und eine Skalarmultiplikation, so dass die Vektorraumaxiome erfiillt sind.

Addition. Wir wiirden fiir v, v’ € V gerne die Definition
+U)+ (v +U):=@v+v)+U

machen. Wir miissen aber begriinden, dass dies tiberhaupt wohldefiniert ist, weil die Neben-
klassen v + Uund v’ + U sich auch anders darstellen lassen:

v+U=w+ Uwennv—we U, vV +U=w +Uwennv —w € U.

Dass die obige Definition tatsdchlich sinnvoll ist, folgt daraus, dass wir dasselbe Ergebnis
erhalten, wenn wir statt vund v’ die Vektoren w und w' verwenden, um die Nebenklassen
darzustellen:

v—wyv —welU = @w4+v)—(w+w)eU = @w+v)+U=w+w)+U.

Weil die Zuordnungsvorschrift davon unabhéngig ist, welche Reprasentanten der Neben-
klassen wir verwenden, erhalten wir eine wohldefinierte Abbildung

+:V/UX VU — V/U, v+U)+@ +U)=@v+v)+U.
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Addition von Nebenklassen: In
der Regel gilt zwar, wie in der
Abbildung hier, dass v + v #
w + w' ist. Aber die beiden Ele-
mente liegen in derselben Ne-
benklasse modulo U, ndmlich
der rot gezeichneten Geraden.
Dies ist die Summe vonv + U
undw + U.

Analog definieren wir eine Skalarmultiplikation. Die Vorschrift
a(v+U) :=(av+U), firve V,aeK

ist wohldefiniert,dennim Fallv+ U = v +- Ugiltv—v' € U,alsoauchav—av' = a(v—v') € U
und damit av + U = av’ + U. Wir erhalten also eine Abbildung

KxV/U—V/U, a-(v+U)=(av)+U.
Esist dannleicht nachzupriifen, dass alle Vektorraumaxiome erfiillt sind. Weil die Abbildung

m:V — V/U,m(v) = v + U, die jeden Vektor v auf seine Aquivalenzklasse abbildet, mit den
Verkniipfungen vertriglich ist, d.h.

rv+v)=rW)+rv), a(av)=anr(v), firallev,v €V, acKk,

kann man das als eine rein formale Angelegenheit erledigen. Zum Beispiel wie folgt fiir das
Assoziativgesetz:

(014 U)+ (92 +0))+ (5 U) = (2(v0)+1(v2))+7(v5) = 7(vs +v2) +7(v5) = 7(vs 495 +v5),
und genauso gilt

(Vi +U) + ((va + U) + (v + U)) = (v + vz + v3).
Der Nullvektorin V/U ist o + U = U. Das Negative von v + U ist —v + U.

Zudem ist dann klar, dass 7 ein surjektiver Vektorraum-Homomorphismus ist. Der Kern
des Homomorphismus 7:V — V/U ist Ker7 = U, denn 1(v) = o + U ist gleichbedeutend
mitv+ U =0+ U,alsomitv € U.

DEFINITION 18.14. Der oben konstruierte K-Vektorraum V /U heifst der Quotient des Vektor-
raums V nach dem Untervektorraum U.

Den surjektiven Homomorphismus 7:V — V/U nennen wir die kanonische Projektion auf
den Quotienten (oder manchmal die Quotientenabbildung). =

Das Bild 7(v) eines Elements v € V unter der kanonischen Projektion 7:V — V /U nennt
man auch die Restklasse des Vektorsvin V/U.

BEIsPIEL 18.15. (I) Fiir U = {0} ist die kanonische Projektion V — V /U ein Isomorphis-
mus, wir konnen also V /o mit V identifizieren.

(2) FirU = Vist V/U der Nullvektorraum, und fiir U C V gilt V/U # o.
(3) Seien U, W C V Komplementédrrdume, d.h. es gelte V. = U @ W. Dann ist die Verkettung
fW—V—>V/U
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der Inklusion von W in V mit der kanonischen Projektion 7 ein Isomorphismus. (Einer-

seits ist Ker(f) = Ker(7) " W = UN W = o, andererseits gilt fiirv = u + w € V (mit
ucUwe W)f(w) =w+ U = v+ U, und daraus folgt die Surjektivitit.)

Im hier gezeigten Beispiel ist

3| V = R? und U eindimensio-

nal. Die Nebenklassen sind die

2 t U zu U parallelen Geraden. Fiir

+U " jeden Komplementdrraum W

t
/ Il von U in R? (also fiir jede Ur-

sprungsgerade W # U) gilt,
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ dass jede Nebenklasse die Ge-
2 — I 2 3 4 rade W in genau einem Punkt
schneidet. Das besagt genau,
dass die Abbildung

2l W — R* —» R*/U
bijektiv ist.

Wie der folgende Satz zeigt, lasst sich auch der Quotientenvektorraum durch eine universelle
Eigenschaft beschreiben. Wie im Fall von Produkt und Koprodukt charakterisiert die univer-
selle Eigenschaft den Quotientenvektorraum (zusammen mit der kanonischen Projektion)
eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus. Zusammen mit der Prazisierung in Teil (2)
wird der Satz oft als Homomorphiesatz bezeichnet.

SaTz 18.16 (Homomorphiesatz fiir Vektorrdume). Seien K ein Korper, V ein Vektorraum iiber K
und U C V ein Untervektorraum. Seir:V — V /U die kanonische Projektion auf den Quotienten.

Sei W ein K-Vektorraum und f:V — W ein Homomorphismus.

(1) (Universelle Eigenschaft des Quotienten) Wenn U C Ker f gilt, dann existiert ein eindeutig bestimm-
ter Homomorphismus ¢: V/U — Wmit¢p o = f.

(2) Existiert g mit p o = f, so folgt U C Kerf. Sind f mit U C Ker f und ¢ wie in (1), so gilt:
Im ¢ = Imf. Die Abbildung ¢ ist genau dann injektiv wenn U = Ker f gilt, genauer gilt stets
Ker ¢ = Ker(f)/U.

BEWEIS. zu (1). Da 7 surjektiv ist, gibt es wegen der Bedingung ¢ o = f hochstens eine

Moglichkeit, die Abbildung ¢ zu definieren: Es muss
$(v+U) =f(v)

gelten. Zu beweisen ist hier aber (als erstem Schritt), dass diese Vorschrift wohldefiniert ist!
Firv,v' € Vmitv+ U =v + Ugiltv —v € U C Ker(f),alsof(v —v') = o, d.h. tatsichlich
f(v) = f(v'). Wir kénnen also ¢(v + U) = f(v) definieren, weil der Wert f (v) nicht von der
Wahl des Représentanten der Nebenklasse v + U abhéngt.
Dass ¢ linear ist, ist dann leicht nachzupriifen, zum Beispiel gilt
P((v+U)+ (v +U) =d((v+v) +U) = f(v+v) =f(v) +f(¥) = p(v+U) + (v + V).
Die Vertraglichkeit mit der Skalarmultiplikation kann man anhand einer dhnlichen Rech-

nung einsehen.

zu (2). Wenn andererseits ¢p: V/U — W mit f = ¢ o existiert, dann gilt Ker(¢) C Ker(n) =
U.
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Dass Im ¢ = Im f gilt, ist ebenfalls eine direkte Konsequenz der Gleichheit f = ¢ o 7, weil &
surjektiv ist.

Weil U C Ker(f) ist, konnen wir den Quotientenvektorraum Ker(f)/U bilden. Wir erhalten
einen injektiven Vektorraum-Homomorphismus Ker(f)/U — V/U,v+ U — v + U (fur
v € Ker(f)), so dass wir Ker(f)/U als Untervektorraum von V/U auffassen konnen. Es gilt
dann

v+U€cKer(¢p) = f(v)=0e WeveKer(f) v+ Ue Ker(f)/U .

Damit haben wir gezeigt, dass Ker ¢p = Ker(f)/U gilt. Insbesondere erhalten wir
¢ injektiv < Ker(¢p) = 0 < Ker(f)/U = o & U = Ker(f).
]

In der Situation des Homomorphiesatzes sagt man auch, die Abbildung f faktorisiere iiber
(oder tiber den Quotienten V / U) um auszudriicken, dass Sie sich als Verkettung von 7 und
einem Homomorphismus V / U — W schreiben lésst.

Wir halten noch einen besonders wichtigen Spezialfall fest, der sich direkt aus dem Satz
ergibt.

KOROLLAR 18.17. Seif:V — W ein Vektorraumhomomorphismus, n:V — V / Ker f die kanonische
Projektion, 1: Im f — W die Inklusion. Dann faktorisiert f eindeutig als f = 1 o g o m mit einem
Isomorphismus g: V/Kerf — Imf.

SATZz 18.18. Sei V endlichdimensional, U C V ein Untervektorraum. Dann ist dim U 4+ dim V /U =
dim V.

BEWEIS. Das ist eine unmittelbare Konsequenz der Dimensionsformel fiir die lineare
Abbildung m:V — V/U, denn r ist surjektivund hat Kern U. O

Alternativkann man Beispiel 18.15 (3) heranziehen, um den Satz iiber die Dimension des
Quotienten eines endlichdimensionalen Vektorraums zu beweisen. Dann erhilt man aus
Korollar 18.17 einen neuen Beweis der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen.

SATZ 18.19. Seien V ein K-Vektorraum, f:V — V ein Endomorphismus und U C V ein f -invarianter
Untervektorraum. Dann »induziert« f einen Endomorphismus des Quotienten V /U, das heifit es gibt
einen eindeutig bestimmten Endomorphismus f: V/U — V /U, so dass das folgende Diagramm kom-
mutiert:

v v

L

v/iu L v,

BEWEIS. Wir wenden den Homomorphiesatz auf das Diagramm

mof

\%

Weil U C Ker(rm o f) gilt (hier benutzen wir die Voraussetzung f(U) C U), erhalten wir
eine eindeutig bestimmte gestrichelte Abbildung f: V/U — V/U, so dass das Dreieck
kommutativ ist. Mit dieser Abbildung ist dann auch das Quadrat in der Aussage des Satzes
kommutativ. O
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18.3. Der Quotient einer Gruppe nach einem Normalteiler

Die Quotientenkonstruktion kann man nicht nur fiir Vektorrdume durchfiihren, sondern
zum Beispiel auch im Kontext von Gruppen und von Ringen. In diesem Abschnitt behan-
deln wir Quotienten von Gruppen, danach kommen wir kurz zu Quotienten von Ringen.
In beiden Fillen ist zunéchst zu iiberlegen, nach welcher Art von Objekten man Quotien-
ten konstruieren mochte. Jedenfalls soll es wieder einen surjektiven Homomorphismus
(d.h. Gruppenhomomorphismus bzw. Ringhomomorphismus, je nachdem, in welchem Kon-
text wir arbeiten) geben soll, dessen Kern das »Objekt« ist, nach dem wir den Quotienten
bilden. Wir haben gesehen, dass der Kern eines Ringhomomorphismus immer ein Ideal
(aber im allgemeinen kein Unterring) ist. Deswegen werden wir im Fall von Ringen Quotienten
nach Idealen betrachten.

Im Fall von Gruppen wissen wir, dass der Kern eines Gruppenhomomorphismus eine Unter-
gruppe ist. Wir werden unten sehen, dass nicht jede Untergruppe wirklich als Kern auftreten
kann, aber wir beginnen unsere Betrachtungen, indem wir die Uberlegungen aus dem Vek-
torraumfall auf Gruppen und Untergruppen iibertragen. Wenn nichts anderes gesagt wird,
schreiben wir alle auftretenden Gruppen multiplikativ.

Die Definition von Nebenklassen v + U eines Untervektorraums U C V kénnen wir leicht
tibertragen, indem wir die Vektorraumaddition durch die Gruppenverkniipfung ersetzen.
Weil wir nicht voraussetzen, dass diese kommutativ ist, erhalten wir aber zwei (in der Regel
unterschiedliche) Begriffe von Nebenklassen.

DEFINITION 18.20. (1) Fiirg € G heifit
gH = {gh; h € H}
die Linksnebenklasse von g beziiglich H, und Hg := {hg; h € H} die Rechtsnebenklasse von g
beziiglich H.

(2) Die Menge der Linksnebenklassen von H in G wird mit G/H bezeichnet. Die Menge der
Rechtsnebenklassen bezeichnen wir mit H\G.

Die Linksnebenklassen von H in G sind genau die Aquivalenzklassen beziiglich der Aquiva-
lenzrelation

g~g <= g'geH
Insbesondere gilt fiir g, g € G entweder gH = g H oder gH N g H = (). Sind gH, g H Linksne-
benklassen, so ist die Abbildung x — ¢'g~'x eine Bijektion gH — ¢ H (mit Umkehrabbildung
y +— (¢) 'gy). Entsprechende Aussagen gelten fiir Rechtsnebenklassen. Als Folgerung erhal-
ten wir:

SaTz 18.21 (Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann gilt

#G = #H - #(G/H).
Insbesondere ist # H ein Teiler von #G.

BEwEIs. Wir zdhlen die Elemente von G, indem wir die Anzahl #(G/H ) der Neben-
klassen multiplizieren mit der Anzahl der Elemente jeder Nebenklasse (diese Anzahl ist,
wie wir soeben bemerkt haben, von der Nebenklasse unabhingig und ist gleich #H, denn
H = 1 H ist ja eine der Nebenklassen). g

Als niitzliches Korollar des Satzes von Lagrange halten wir noch die folgende Aussage fest.
Siehe Abschnitt I.8.5.1 fiir einige Anwendungen in der elementaren Zahlentheorie.
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KOROLLAR 18.22. Sei G eine (multiplikativ geschriebene) endliche Gruppe mit n Elementen und neu-
tralem Element e, und seig € G. Dann gilt g" = e.

BEWEIS. Sei .
H:=(9) =1{g5icZ}
die von g erzeugte Untergruppe. Nach dem Satz von Lagrange ist m := #H ein Teiler von
G. Es ist leicht zu sehen, dass dann H = {1,9,9%,...,g™ '} und g™ = 1 gilt. Damit folgt die
Behauptung. O

Man nennt #(g) auch die Ordnung des Elements g (dies ist entweder eine natiirliche Zahl
> 10der o0). Eine andere Charakterisierung der Ordnung ist, dass es sich um die kleinste
natiirliche Zahl m handelt, fiir die g™ = 1gilt (bzw. infty, wenn eine solche Zahl nicht existiert).

BEMERKUNG 18.23. Unser Ziel ist nun, analog zum Vektorraumfall, die Menge G/H mit
einer Gruppenstruktur zu versehen, so dass die kanonische Projektion 7:G — G/H,g — gH
ein Gruppenhomomorphismus mit Kern H ist. Damit das gelingen kann, miissen wir aber
eine weitere Bedingung an H stellen! Denn dass 7 ein Gruppenhomomorphismus sein soll,
bedeutet, dass die Multiplikation auf G/H durch

(9:H)(9:H) := (9:9.)H
definiert werden miisste. Damit das wohldefiniert ist, muss aus g;H = g,H und g,H = g,H
folgen, dass (g:g,)H = ¢,9,H ist, mit anderen Worten muss gelten
gilgi€H i=12 = (9:9.) '9.9, € H.

Es ist leicht zu sehen, dass das dazu dquivalent ist, dass fiir alleh € Hund g € G auch
ghg™' € H gilt. In der Tat ist klar, dass jeder Kern eines Gruppenhomomorphismus diese
Eigenschaft hat. Es ist nicht schwierig Beispiele von Gruppen G und Untergruppen H zu
finden, fiir die diese Bedingung nicht gilt (schon in der symmetrischen Gruppe G = S5 gibtes
Beispiele). In kommutativen Gruppen tritt dieses Problem natiirlich nicht auf; daher haben
wir es auch beim Vektorraumquotienten nicht gesehen. O

Aufgrund der Uberlegungen in der vorherigen Bemerkung treffen wir die folgende Definiti-
on.

DEFINITION 18.24. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe H C G heif3t Normalteiler, wenn
die folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:

(i) furalleh € Hundg € Ggiltghg™' € H,

(ii) furalleg € G gilt
H =gHg ' :={ghg";h € H}.

(iii) furalleg € H gilt gH = Hg.

Die Aquivalenz dieser Bedingungen ist nicht schwer zu zeigen. Dass die Normalteilereigen-
schaft eine notwendige Bedingung an H ist, um einen Gruppenhomomorphismus mit Kern
H zu konstruieren, halten wir noch einmal explizit fest.

LEMMA 18.25. Istf:G — G ein Gruppenhomomorphismus, dann ist Ker(f ) ein Normalteiler von G.

BEWEIs. Sindh € Ker(f) und g € G, so gilt

flghg™) =f@)f (W)f ()" =1,
also haben wir ghg™' € Ker(f). O
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BEISPIEL 18.26. (I) Sei G = S5 die symmetrische Gruppe der Permutationen der Menge
{1, 2,3}. Dann sind die Untergruppen von G mit 2 Elementen (die also aus der identi-
schen Permutation und einer Transposition bestehen) keine Normalteiler von G. Die
Untergruppe {id, (123), (132)} ist ein Normalteiler.

(2) Seien K ein Kérper,n > 2 und G = GL,(K). Dann ist die Teilmenge B C GL,(K) aller
oberen Dreiecksmatrizen eine Untergruppe von G, die kein Normalteiler ist. (Denn es
gibt Matrizen, die zu einer oberen Dreiecksmatrix konjugiert sind, aber selbst keine
obere Dreiecksmatrix sind.)

Die Teilmenge U C B aller oberen Dreiecksmatrizen, deren Diagonaleintrige alle =1
sind, ist eine Untergruppe von B (und damit auch von G). Es ist U ein Normalteiler von B,
aber kein Normalteiler von G.

O

Umgekehrt ist auch jeder Normalteiler H C der Kern eines geeigneten Gruppenhomomor-
phismus, wie die Konstruktion des Quotienten G/H zeigt.

DEFINITION 18.27 (Quotient einer Gruppe nach einem Normalteiler). Seien G eine Gruppe
und H C G ein Normalteiler. Dann ist die Abbildung

G/H x G/H — G/H, (9.H,9,H) — g:g.H)

wohldefiniert und definiert auf G/H die Struktur einer Gruppe, die man als den Quotienten
von G nach H bezeichnet.

Die Abbildung m:G — G/H ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern H, der
als die kanonische Projektion bezeichnet wird.

Das Bild (g) eines Elements g € G unter der kanonischen Projektion nennt man auch die
Restklasse des Elements gin G/H. —

BEWEIS. Zum Beweis der Wohldefiniertheit seien g;,4;,9.,9, € G mit g;H = g;.H, i =
1,2 gegeben, also g;'g,,9,'g, € H. Wir wollen zeigen, dass g,g.H = ¢,9,H ist, also dass
d,'9:'9.9, € H gilt. Aber es ist
92'9:'9:92 = 92 (9:'9.)9 * 9,9, € H,
weil H ein Normalteiler ist.

Alternativkann man sich davon iiberzeugen, dass die folgende Gleichheit von Teilmengen
von G gilt (wobei die Schreibweise gH in naheliegender Weise verallgemeinert wird):

(9:H)(9:H) = 9:(Hg.)H = g:(9.H)H = (g:92)H,
und dass auch daraus die Wohldefiniertheit folgt.

Dass die Gruppenaxiome gelten, ist dann eine einfache Folgerung. Fiir das Assoziativgesetz
haben wir

((9:H)(9:H))(95H) = (9:9.H)(95H) = (9:9295H) = (9:H)((9.H)(g5H))-
Das neutrale Element ist H = 1, H, das inverse Element von gH ist g "H.

Es ist eine direkte Folge der Definitionen, dass 7 ein surjektiver Gruppenhomomorphismus
ist. Es gilt 7(g9) = 15z = H genau dann, wenn gH = H ist, also wenn g in H liegt. u

SaTz 18.28 (Homomorphiesatz fiir Gruppen). Sei G eine Gruppe und H C G ein Normalteiler. Sei
1:G — G/H die kanonische Projektion auf den Quotienten.

Sei T eine Gruppe und f:G — T ein Gruppenhomomorphismus.
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(1) (Universelle Eigenschaft des Quotienten) Wenn H C Ker f gilt, dann existiert ein eindeutig bestimm-
ter Homomorphismus ¢: G/H — Tmitponm = f.

(2) Existiert g mitp o = f, so folgt H C Kerf. Sind f mit H C Ker f und ¢ wie in (1), so gilt:
Im ¢ = Imf. Die Abbildung ¢ ist genau dann injektiv wenn H = Ker f gilt, genauer gilt stets
Ker ¢ = Ker(f)/H.

BEWEIs. Den Beweis fiihrt man genau wie im Vektorraumfall (siehe Satz 18.16). |

BEMERKUNG 18.29. In dem Fall, dass G abelsch ist, ist jede Untergruppe H von G ein Nor-
malteiler. Der Quotient G/H ist dann auch eine abelsche Gruppe. O

18.4. Quotienten von Ringen nach Idealen

In der Liste von Quotientenkonstruktionen, die wir in dieser Vorlesung behandeln wollen,
fehlt nun noch der Quotient eines Rings. Im Fall von Ringen betrachten wir den Quotient
nach einem Ideal (denn Kerne von Ringhomomorphismen sind Ideale, und wir werden unten
sehen, dass die Idealeigenschaft genau die bendtigte Eigenschaft ist, die sicherstellt, dass die
gewiinschten Rechenoperationen auf der Menge der Aquivalenzklassen wohldefiniert sind).
Wir werden im weiteren Verlauf nur Quotienten von kommutativen Ringen betrachten; Sie
konnen sich also auf diesen Fall beschrénken, allerdings spielt die Kommutativitit bei der
Konstruktion nirgends eine Rolle -- es ist nur wichtig, dass fiir ein Ideal a eines Rings R fiir
allex € Rund a € asowohl xa also auch ax wieder in R liegen.

Seialso R ein Ring und a C R ein Ideal. Insbesondere ist dann R eine kommutative Gruppe
(beziiglich der Addition) und a C R eine Untergruppe, wir haben also schon den Gruppen-
quotienten R/a, wie wir ihn ihm vorherigen Abschnitt konstruiert haben. Dabei ist R/a die
Menge der Aquivalenzklassen beziiglich der durch
X~y & x—y€a
gegebenen Aquivalenzrelation auf R. Mit der Addition und der durch
(x—l—a)-(y+a)::(xy)+a, x,y €R

gegebenen Multiplikation ist R ein Ring mit Einselement 1 + a. Er wird als Restklassenring
oder Quotient von R modulo a bezeichnet.

Dass die Multiplikation wohldefiniert ist, folgt aus einer einfachen Rechnung: Fiir x ~ x,
y~y,alsox —x,y—y €aist

xy—xy =xy—xy +xy —xy =x(y—y)+@x-x)y €q,
alsoxy +a=xy +a.
Die Abbildung x — x + a ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern a. Wenn R
ein kommutativer Ring ist, dann ist auch R/a ein kommutativer Ring. Das Bild (x) eines

Elementsx € Runter der kanonischen Projektion nennt man auch die Restklasse des Elements
x im Quotienten R/a.

BEISPIEL 18.30. R = Z der Ring der ganzen Zahlen, n € Z. Der Quotient Z/(n) = Z/n
von Z nach dem Ideal (n) ist der Restklassenring modulo n, den wir bereits kennen (Ab-
schnitt I.4.2.1). O

Genau wie fiir Vektorrdume und Gruppen beweist man den Homomorphiesatz.

SATZz 18.31. (1) (Universelle Eigenschaft des Quotienten) Sei T ein Ring und p:R — T ein Ringho-
momorphismus mit a C Ker p. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismus
f:R/a — Tmitf omr =p.
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(2) (Homomorphiesatz) Sei T ein Ring und sei p:R — T ein Ringhomomorphismus. Es existiert genau
dann ein Ringhomomorphismus f: R/a — T mitf o = p, wenn a C Ker p. In diesem Fall
ist f eindeutig bestimmt und es gilt: Im f = Im p. Die Abbildung f ist genau dann injektiv wenn
a = Kerpyilt.

BEISPIEL 18.32. (I) Der Einsetzungshomomorphismus ®:R[X] — C, X ~ i, ist offenbar
surjektiv. Das Polynom X? + 1 liegt im Kern dieses Homomorphismus, und da es irre-
duzibel ist (und der Kern sicher nicht ganz R[X] ist), folgt Ker(®) = (X* + 1). Aus dem
Homomorphiesatz erhalten wir so einen Isomorphismus

R[X]/(X? +1) =C

von Ringen (genauer: von Korpern). Dies ist eine neue Moglichkeit, den Korper der
komplexen Zahlen zu konstruieren.

(2) In dhnlicher Weise wie in (1) kann man zeigen, dass der Restklassenring Q[X]/(X* — 2)
isomorph ist zum Korper

Q[v2] = {a +bv/2; a,b € Q}.
(3) Der Quotientenring I, [X]/(X* 4+ X + 1) hat genau 4 Elemente,
F,[X]/(X*+X+1) ={o,,X,X +1},

wobei X die Restklasse von X bezeichne. Es ist nicht schwer nachzurechnen, dass es sich
um einen Korper handelt. Siehe auch Ergdnzungsabschnitt 18.8.2.

O

Werbung: Vorlesung »Algebra«

Die Konstruktion in den obigen Beispielen wird in der Vorlesung Algebra noch we-
sentlich genauer unter die Lupe genommen. Der wichtigste Inhalt der Vorlesung ist
die Untersuchung von »Korpererweiterungen«, d.h. der Situation, dass man einen
Korper L und einen Teilkorper K gegeben hat.

Die Grundidee aus Beispiel 18.32 kann man benutzen, dass zu jedem Polynom f mit
Koeffizienten in einem Korper K ein Erweiterungskorper L existiert, in dem f eine
Nullstelle besitzt. Mit etwas mehr Arbeit kann man folgern, dass jeder Korper ein
Teilkorper eines algebraisch abgeschlossenen Teilkorpers ist.

Die Theorie der Kérpererweiterungen, und insbesondere die sogenannte Galois-
Theorie (nach Evariste Galois?, 1811--1832), kann auch dazu benutzt werden, einige
klassische Probleme zu verstehen:

e Fiir Polynome in Q[X] vom Grad > 5 gibt es fiir die Nullstellen keine allgemei-
ne Formel (also keine Formel, wie Sie sie fiir die Lésung von quadratischen
Gleichungen kennen, und wie sie auch fiir Polynome vom Grad 3 und 4 exis-
tiert). Mehr noch: Man kann konkret Polynome in Q[X] vom Grad 5 (und jedes
hoheren Grades) angeben, deren Nullstellen sich nicht durch die Rechenope-
rationen 4+, —, -, /und ¢/ ausdriicken lassen.

e Zusammen mit dem Satzvon Lindemann” (dass die Zahl z »transzendent« ist,
dass also kein Polynom in Q[X] \ {o} die Zahl 7 als Nullstelle hat) erhdlt man
einen Beweis, dass die Quadratur des Kreises, also die Konstruktion eines zum
Einheitskreis flichengleichen Quadrats nur mit Zirkel und Lineal, ausgehend
von den Punkten o0 und 1 der komplexen Zahlenebene, unmdéglich ist.

Phttps://de.wikipedia.org/wiki/%C3%89variste_Galois
b https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Lindemann-Weierstra},C3%9F
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BEISPIEL 18.33. Seien K ein Korper, V eine endlichdimensionaler K-Vektorraum und f:V —
V ein Endomorphismus von V. Sei ®:K[X] — K[f] C Endg(V) der Einsetzungshomomor-
phismus X — f. Nach Definition gilt Im(®) = K[f] und Ker(f) = (minpol). Wir erhalten

so aus dem Homomorphiesatz einen Isomorphismus

K[f] = K[X] / (minpol,) .
o

ERGANZUNG 18.34. Sei K ein Korper und sei ¢:Z — K der eindeutig bestimmte Ringhomo-
morphismus von Z nach K (Beispiel 15.6). Sei p der Kern von ¢». Nach dem Homomorphiesatz
faktorisiert ¢ iiber einen injektiven Ringhomomorphismus

Z/p — K.

Weil Z / p dann mit einem Unterring von K identifiziert werden kann, handelt es sich hierbei
um einen Integritdtsring. Deswegen ist entweder p = 0, oder p ist das von einer Primzahl p
erzeugte Ideal. Der Homomorphismus ¢ ist genau dann injektiv, wenn p das Nullideal ist.
Das ist dazu dquivalent, dass K Charakteristik o hat (Abschnitt I.4.2.2).

Wenn p = (p) ist fiir eine Primzahl p, dann hat K die Charakteristik p, und Z/p = F, ist ein
Teilkérper von K. Wir erhalten damit einen neuen Beweis von Satz 1.4.19. O Ergénzung 18.34

ERGANZUNG 18.35. Mit der Quotientenkonstruktion kénnen wir den chinesischen Restsatz
(Satz 15.61) folgendermaflen umformulieren.

SATZ 18.36. Seien R ein Ringund ay, ..., a, € R, sodass (a;, aj) = Rfiirallei # j.Seia =a;-- - - - ar.
Dann ist der natiirliche Ringhomomorphismus

R— R/(@) x--x R/(@), x> (%,...%),

wobei X die Restklasse von x im jeweiligen Quotienten bezeichne, surjektiv mit Kern (a) und induziert
folglich einen Isomorphismus

R/(a) = R/(a) x --- x R/(ay) .

BEWEIS. Die Surjektivitit folgt direkt aus dem chinesischen Restsatz in der urspriingli-
chen Form, ebenso (aus der Eindeutigkeitsaussage bis auf Vielfache von a) die Aussage tiber
den Kern. Wir miissen dann nur noch den Homomorphiesatz anwenden, um den Beweis
abzuschliefen. O

Siehe auch Satz 18.136. O Erginzung 18.35

18.5. Tensorprodukte

18.5.1. Definition und Konstruktion des Tensorprodukts. Sei K ein Korper. In die-
sem Abschnitt besprechen wir eine weitere Moglichkeit, aus schon »vorhandenen« Vek-
torrdumen weitere zu konstruieren, und zwar das sogenannte Tensorprodukt. Diesmal
beginnen wir nicht mit einer konkreten Konstruktion, sondern benutzen eine universelle
Eigenschaft direkt in der Definition. Der Grund ist, dass man mit der konkreten Konstrukti-
on des Tensorprodukts kaum arbeiten kann (jedenfalls mit der ersten Konstruktion, die wir
unten erkldren und die sich gut verallgemeinern ldsst auf Tensorprodukte in anderen Kon-
texten, zum Beispiel von abelschen Gruppen; im Vektorraumfall kann man stattdessen auch
eine Konstruktion angeben, die besser handhabbar ist, siehe die alternative Konstruktion
im Beweis von Satz 18.38).
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In der Definition benutzen wir den Begriff der bilinearen Abbildung. Eine bilineare Abbil-
dung ist einfach eine multilineare Abbildung (vergleiche Definition I.9.1, wo wir aber den
Spezialfall des Definitionsbereichs V" betrachtet hatten), in der der Definitionsbereich aus
zwei Faktoren besteht. In jedem dieser Faktoren soll die Abbildung linear sein. Konkret heif3t
also eine Abbildung :V x W — U fiir K-Vektorraume V, W, U bilinear, wenn fiir allev, € V
und w, € W die Abbildungen

VU v Bv,ws) und W — U, w B(vo,w)
linear sind.

DEFINITION 18.37. Seien V und W Vektorrdaume iiber K. Ein Tensorprodukt von V und W
tiber K ist ein K-Vektorraum T zusammen mit einer bilinearen Abbildung f:V x W — T, so
dass die folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist:

Fiir jeden K-Vektorraum U und jede bilinea- b

VxW —— U
re Abbildung b:V x W — U gibt es genau A 4
eine lineare Abbildung ¢:T — U, so dass X‘ T
Yo =bgilt T

Es ist leicht zu sehen, dass die Verkettung einer bilinearen Abbildung V x W — T mit einer
linearen Abbildung T — U wieder eine bilineare Abbildung ist. Wenn wir mit Bilg (V x W, U)
die Menge der bilinearen Abbildungen von V x W nach U bezeichnen, kénnen wir deshalb
die universelle Eigenschaft auch wie folgt dquivalent ausdriicken. Die Abbildung

Homg (T, U) — Bilg(V x W,U), @+ pop,

ist fiir jeden K-Vektorraum U bijektiv. Dabei entspricht die Surjektivitat gerade der Exis-
tenzaussage, und die Injektivitdt der Eindeutigkeitsaussage der universellen Eigenschaft.
Mit dem Tensorprodukt kénnen wir also »bilineare Abbildungen zu linearen Abbildungen
machen« (wobei der Definitionsbereich V x W dann durch das Tensorprodukt ersetzt wird).
Das erlaubt es im Prinzip, die umfangreiche Theorie der linearen Abbildungen zu benutzen,
um bilineare Abbildungen zu untersuchen.

Dass ein Tensorprodukt, wenn es tiberhaupt existiert, eindeutig bestimmt ist bis auf eindeutigen
Isomorphismus, folgt in der tiblichen Art und Weise aus der universellen Eigenschaft. Der
interessante Teil des folgenden Satzes ist also die Existenzaussage. (Die konkrete Konstruk-
tion wird allerdings so gut wie nie benétigt, sobald man die Existenz erst einmal gezeigt
hat.)

SaTz 18.38. Sind V und W Vektorrdume tiber K, so existiert ein Tensorprodukt von V und W iiber K.
Es ist eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus und wird mit V ®x W bezeichnet.

BEWEIS. Die Eindeutigkeit zeigt man, wie schon erwihnt, nach dem tiblichen Prinzip,
wie wir es in Satz 18.4 gesehen haben. Weil zwischen zwei verschiedenen Tensorprodukten
ein eindeutiger Isomorphismus existiert, haben wir (genau) eine Moglichkeit, alle Tensor-
produkte in kompatibler Weise miteinander zu identifizieren. Daher ist es gerechtfertigt,
von dem Tensorprodukt zu sprechen und es mit dem Symbol V ®x W zu bezeichnen, ohne
sich auf eine konkrete Konstruktion festzulegen. Wichtig ist, dass die bilineare Abbildung
V x W — V®k Wimmer »mit dazugehort«. Diese Abbildung ist Teil des Datums eines
Tensorprodukt und ist essentiell, um die Eindeutigkeit sicherzustellen.

Es bleibt, die Existenz eines Tensorprodukts zu beweisen. Wir geben zwei Beweise dafiir,
zunichst einen, der sich gut auf andere Situationen verallgemeinert, zum Beispiel kann
man auch das Tensorprodukt von kommutativen Gruppen konstruieren, oder allgemeiner
das Tensorprodukt von »Moduln« iiber einem kommutativen Ring (wie Sie sie in den Ergéin-
zungen kennenlernen kénnen, siehe Abschnitt 18.7), und dann einen, der speziell auf die
Vektorraumsituation zugeschnitten und daher etwas einfacher ist.
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Erster Beweis. Seien V und W gegeben. Sei S der Vektorraum K(V*W)  also

s= P K

ieVxWw

ein »riesengrofer« Vektorraum, dessen Elemente Tupel (a;); mit a; € K sind, wobei der Index
i die Menge V x W durchlduft und in jedem Element von S nur endlich viele Eintrige von
Null verschieden sind.

Wir erhalten eine Abbildung
VxW=S,  (v,w) = ewpw),

wobei e, ,,y den »Standardbasisvektor« bezeichne, der an der Stelle mit Index (v, w) € Vx W
eine Eins hat, und sonst iiberall Nullen. Diese Abbildung ist allerdings offensichtlich (! --
machen Sie sich das klar ...) nicht bilinear. Wir werden das gesuchte Tensorprodukt als
einen Quotientenvektorraum von S erhalten, wobei wir einen moglichst kleinen Untervek-
torraum aus S herausteilen, der gerade grof3 genug ist, dass die Abbildung von V x W in den
Quotientenvektorraum bilinear ist.

Und zwar sei T der Quotientenvektorraum von S nach dem Untervektorraum S, der von
allen Elementen der folgenden Form erzeugt wird:

€av-+a'v . w) (ae(v,W) +a e(v',w))? evawtaw) (ae(v,w) t+a e(v7w/))
fira,a e K,v,v € V,w,w € W.

Wir erhalten durch Verkettung der oben genannten Abbildung V x W — S mit der kano-
nischen Projektion S — T eine Abbildung :V x W — T, und diese ist bilinear. Dann sind
v.v € V,a,d € Kundw € W, so gilt

’

€lav+a'v . w) — (ae(v,w) ta e(v’,w)) €S,
also werden die Elemente e, .,y und (aeg ) + a/e(v/ﬁw)) von S unter der kanonischen
Projektion S — T auf dasselbe Element von T abgebildet, und das bedeutet gerade (av +

a'v',w) = aP(v,w) +da B(v',w), also dass B linear in der ersten Variablen ist. Die Linearitit in
der zweiten Variablen zeigt man ganz analog.

Behauptung. T zusammen mit der Abbildung f ist ein Tensorprodukt von V und W.

Begriindung. Seib:V x W — U eine bilineare Abbildung. Jedenfalls kann es hochstens eine
lineare Abbildung ¢:T — U geben, so dass b = i o B gilt, denn die e, ,,) bilden ein Erzeugen-
densystem von S (sogar eine Basis), und daher bilden ihre Bilder ein Erzeugendensystem
von T. Das Bild ¢, ,,) von e(,, .,y in T muss aber unter i auf b(v, w) abgebildet werden, so dass
P eindeutig festgelegt ist.

Es bleibt zu zeigen, dass eine Abbildung ¢ mit (e, ) = b(v,w) firallev € V;w € W
existiert. (Hier ist noch etwas zu tun, weil die ¢, ,,) keine Basis von T bilden, wir also ihre
Bilder nicht beliebig festlegen kénnen.)

Wir kénnen jedenfalls eine (eindeutig bestimmte) lineare Abbildung S — U definieren durch
eww) — b(v,w), denn die e, ,, bilden eine Basis von S. Wenn wir zeigen kénnen, dass U
im Kern dieser Abbildung liegt, dann folgt aus dem Homomorphiesatz, dass sie {iber eine
Abbildung :T — U faktorisiert, die genau die gewiinschte Eigenschaft hat.

Es geniigt dazu zu zeigen, dass alle Elemente des Erzeugendensystems, das wir benutzt
haben, um U zu definieren, im Kern der Abbildung liegen. In der Tat wird

€av+a'v . w) (ae(ww) ta e(v’,w))



96 18. KONSTRUKTIONEN VON VEKTORRAUMEN

wegen der Linearitit der Abbildung abgebildet auf b(av +a'v', w) — ab(v,w) —a'b(v’, w), und
dies ist = 0, weil b nach Voraussetzung bilinear ist. Fiir den anderen Typ von Elementen
unseres Erzeugendensystems konnen wir analog vorgehen.

Zweiter Beweis. Wir konnen alternativ benutzen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt.
Damit kann man vermeiden, mit einem »sehr grofien« Vektorraum wie S im ersten Beweis
arbeiten zu miissen.

Seien (b;);c; eine Basis von V und (¢j);c; eine Basis von W. Sei T := K<) wir haben also die
Standardbasis (ej) i j)erxj von T.

SeiB:V x W — T die eindeutig bestimmte bilineare Abbildung mit

B(bhcj) - el}
Explizit bedeutet das fiir beliebige Elemente von V und W (die wir als Linearkombination
der jeweiligen Basen schreiben), dass

B aibi,d i | =D ayey
i J ij

gilt (wobei in den Summen jeweils nur endlich viele Summanden # o sind). Es ist nicht
schwer nachzupriifen, dass diese Abbildung tatsichlich bilinear ist.

Behauptung. T mit dieser Abbildung ist ein Tensorprodukt von V und W.

Begriindung. Sei b:V x W — U eine bilineare Abbildung. Wir definieren :T — U durch
e; — b(b;, ;). Man rechnet dann nach, dass ¢ o B = b gilt. Es ist auch klar, dass dies die
einzige Moglichkeit ist, eine Abbildung T — U zu definieren, deren Verkettung mit 8 die
vorgegebene Abbildung b liefert. O

Damit haben wie die Existenz des Tensorprodukts bewiesen und kdnnen nun einige seiner
Eigenschaften studieren.

DEFINITION 18.39. Seien K ein Korper, V und W Vektorrdume iiber K und sei f:V x W —
V @k W die bilineare Abbildung in das Tensorprodukt. Dann schreibt man fiirv € V und
w € Wauchv®wstatt f(v, w). Elemente von V®@x W dieser Form nennt man Elementartensoren.

4|

BEMERKUNG 18.40 (Rechenregeln fiir Elementartensoren). Die Eigenschaft, dass die Ab-
bildung V x W — V ®g W bilinear ist, ibersetzt sich in die folgenden »Rechenregeln« fiir
Elementartensoren:

’

(av+dv)ow=alvew) +a (v
v (aw+aw) =a(veow)+d (v

’

’ ® W)’
@wW).

Im allgemeinen gilt aber v ® w # w ® v, und eine Summe (v ® w) + (v’ ® w') kann man in
der Regel nicht als einen einzigen Elementartensor schreiben! O

Die universelle Eigenschaft besagt dann gerade, dass eine lineare Abbildung p:V @x W — U
durch die Bilder der Elementartensoren eindeutig festgelegt ist, und dass die Abbildung
VxW — U, (v,w) — (v ®w) bilinear ist. Oder noch einmal umformuliert: Zu jedem
»Ausdruck« in v und w, der sich bilinear verhilt, gibt es eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung, die die Elementartensoren entsprechend abbildet. Zum Beispiel ist fiir V = K,
a € K,w € W der Ausdruck aw bilinear in a und in w, wir erhalten also eine eindeutig
bestimmte Abbildung K ®x W — W mita ® w +— aw. Da die Abbildung durch die Bilder der
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Elementartensoren bereits eindeutig festgelegt ist, gibt man oft nur an, wohin diese abgebil-
det werden (wenngleich in aller Regel nicht jedes Element von V ®x W ein Elementartensor
ist!). Diese Eindeutigkeit wird auch durch das folgende Lemma reflektiert.

LEMMA 18.41. Die Elementartensoren bilden ein Erzeugendensystem von V @x W.

BEWEIS. Man kann das Lemma mit einem Blick auf die Konstruktion des Tensorpro-
dukts in Satz 18.38 beweisen; aus dem zweiten Beweis ergibt sich die Aussage ganz direkt,
weil wir dort gesehen haben, dass fiir Basen (b;); von V und (c;); von W die Elemente b; ® ¢;
sogar eine Basis von V @k W liefern.

Da aber versprochen wurde, dass man die Konstruktion direkt wieder vergessen kann, hier
noch ein anderer Beweis, der mit der universellen Eigenschaft arbeitet. SeiT C V ®@x W
der von allen Elementartensoren erzeugte Untervektorraum. Wir wollen zeigen, dass die
Inklusionsabbildung T — V ®x W ein Isomorphismus ist -- das bedeutet gerade, dass
T =V ®g Wgilt.

Es ist aber leicht zu sehen, dass auch T die universelle Eigen- vy « w LN §
schaft des Tensorprodukts erfiillt. Denn ist b:V x W — U é /,/’? 0
irgendeine bilineare Abbildung, so existiert zunéchst eine lﬂ //c/ IIJ}
lineare Abbildung :V @x W — U mith = o f. T—— VexW

Verketten wir i mit der Inklusion T C V ®g W, so erhalten wir eine lineare Abbildung
¢:T — Umith = ¢op.Esistklar, dass ¢ eindeutig bestimmt ist, denn das Bild ist ja auf jedem
Elementartensor v ® w durch ¢(v ® w) = b(v, w) festgelegt. Weil das Tensorprodukt durch
die universelle Eigenschaft eindeutig bestimmt ist bis auf eindeutigen Isomorphismus, folgt,
dass die Inklusion T — V @k W tatsdchlich ein Isomorphismus ist. O

ERGANZUNG 18.42 (Alternativer Beweis des Lemmas). Man kann auch folgendermafien
argumentieren (wenn man bereit ist, die Existenz von Komplementéirraumen zu verwenden;
wir haben das nur im endlichdimensionalen Fall bewiesen). Sei T C V @k W der von allen
Elementartensoren erzeugte Untervektorraum und sei T’ ein Komplementvon T in V ®x W.
Falls T’ # o wire, dann gibe es eine lineare Abbildung f:T" — U, f # 0, in irgendeinen
K-Vektorraum U (zum Beispiel kénnen wir U = T’ und als Abbildung die Identitdt wihlen).
Dann erhalten wir zwei verschiedene Abbildungen V@x W =T @ T — T’,

einerseitst +t > 0, andererseitst+t — f(t), (teT,t €T),

die beide dieselbe bilineare Abbildung V x W — U als Verkettung mit :V x W — V @x W
liefern. Das ist ein Widerspruch zur Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschatft.
O Ergdnzung 18.42

Das Tensorprodukt verhilt sich in dem folgenden Sinne gut mit linearen Abbildungen:

SATZ18.43. SeiK ein Korper.Seienf:V — V' undg:W — W' Homomorphismen von K -Vektorriumen.
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

fogVexW =V erW, vewo f(v)ogw).

BEWEIS. Wie praktisch immer bei Abbildungen aus einem Tensorprodukt heraus, ver-
wenden wir zum Beweis die universelle Eigenschaft. (Das bedeutet insbesondere, dass wir
nicht direkt die Linearitét der Zuordnungsvorschrift v ® w — f(v) ® g(w) nachpriifen -- ers-
tens ist das problematisch, weil ja gar nicht alle Elemente die Form von Elementartensoren
haben, zweitens ist das auch nicht der Kernpunkt, weil wir als erstes die Wohldefiniertheit
der entsprechenden Vorschrift zeigen miissen).
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Die universelle Eigenschaft hier anzuwenden, ist ganz einfach. Wir miissen nur beobachten,
dass die Abbildung

VX W=V egW, (v,w)ef(v)@g(w),

bilinear ist, und das folgt direkt aus der Linearitdt von f und g und den Eigenschaften des
Tensorprodukts V' @k W'. O

BEMERKUNG 18.44. Die Konstruktion im Satz ist in der offensichtlichen Weise vertriglich
mit der Verkettung von Abbildungen,

(fi®g)o(f2®9:) = (fiofz) ®(gi092).

Auflerdem gilt idygw = idy ® idw.

Insbesondere folgt mit einem rein formalen Argument, dass f ® g ein Isomorphismus ist,
wenn sowohl f als auch g Isomorphismen sind. O

SATZ 18.45. Sei K ein Kérper, und seien U, V, W Vektorrdume iiber K. Dann hat man »kanonische«
Isomorphismen
(I) KRk W=W, a®@w— aw,
(2) Vexk K=V, v®a— ay,
(3) VRk W=W®RrV, vdw—way,
(4) Uk V) @k W=Ugk (Veaxk W), uUv)@w—u® (vew).
Eine entsprechende Aussage gilt fiir endliche Familien V, ..., V, von K-Vektorrdumen.

2

BEWEIS. In allen Fillen konstruiert man die angegebene Abbildung mit der universel-
len Eigenschaft des Tensorprodukts, und kann dann eine Umkehrabbildung konstruieren.
Zum Beispiel im ersten Fall: Die Abbildung K x W — W, (a,w) — aw, ist bilinear, es gibt
also eine (eindeutig bestimmte) Abbildung wie in (1). Die Abbildung W — K®@x W, w — 1@ w
ist dazu invers. O

Mit der »Assoziativitdtseigenschaft« in Teil (4) des Satzes konnen wir das Tensorprodukt
Vikg Q¢ Ve = ®;:1 V; von endlich vielen K-Vektorrdumen Vi, ..., V, definieren, ohne
Klammern setzen zu miissen. Wir erhalten eine Abbildung V; x --- x V, = V; ®k - - - @k V4,
die ebenfalls unabhingig von der Klammerung ist. Das Bild eines r-Tupels (v, ..., v,) unter
dieser Abbildung bezeichnen wir mit v; ® - -- ® v,; diese Elemente des Tensorprodukts
bezeichnen wir wieder als Elementartensoren. Es ist nicht schwer zu sehen, dass man dieses
Tensorprodukt auch durch eine universelle Abbildung charakterisieren kann, wobei nun
bilineare Abbildungen durch multilineare Abbildungen mit Definitionsbereich V; x - -- x
V., — U ersetzt werden, also durch Abbildungen, die in jeder der r Komponenten linear sind:

SATZ 18.46. Seien K ein Kérper,r > 1und Vy, ..., V, Vektorrdume tiber K. Dann ist die Abbildung
BV x - XV, = Vi®g - @k Vy, (v1, ..., V) — v @ - - - @ v, multilinear und erfiillt die folgende
universelle Eigenschaft.

Istb:V; x --- x V., — U eine multilineare Abbildung, so existiert eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung p:Vy @k --- @k V; — Umith = op.
Eine weitere niitzliche Eigenschaft ist der folgende Satz.
SATZ 18.47. Seien K ein Kérper und U, V| W Vektorrdume iiber K. Die Abbildung
Homg (V ®x W,U) — Hom(V,Homg(W,U)), ¢— (vis (w— p(vew))),

ist dann ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.
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BEWEIS. Es folgt aus den Eigenschaften des Tensorprodukts, dass fiir alle ¢p und v wie
im Satz die Abbildung w — ¢(v ® w) linear ist, also ein Element von Homg (W, U) ist.

Wir geben nun eine Umkehrabbildung an:
Hom(V,Homg(W,U)) - Homg(V @k W, U), ¢ — (v w— P(v)(w)).

Hier ist wie tiblich nachzupriifen, dass es eine (eindeutig bestimmte) Abbildung V&g W — U
mitv ® w — P(v)(w) fiir alle v, w iiberhaupt gibt. Das folgt aus der universellen Eigenschaft,
weil sich der Ausdruck ¢(v)(w) bilinear in v und w verhalt.

Es ist nicht schwer zu iberpriifen, dass die beiden Abbildungen zueinander invers sind. [

SATZ 18.48 (Tensorprodukte und direkte Summen). Seien K ein Korper, V und W, i € I, Vektor-
rdume tiber K. Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus

V ®k @ W;= @ Vek Wi, v® (Wiier = (v wiier.
iel iel

BEWEIS. Wir zeigen, dass der Vektorraum V ®k
morphismen

ic; Wi zusammen mit den Homo-
idy @1:V @k W; — V ox @D Wi
icl
die universelle Eigenschaft der direkten Summe erfiillt. (Hier bezeichne 1; die Inklusion
von W; in die direkte Summe @, _; W;.) Weil die Verkettung der Abbildungen V ®x W; —
V @k @;c; Wi mit der im Satz angegebenen Abbildung V @k @;.; W; = P, V @k W; die
kanonische Inklusion von V ®x W; in die direkte Summe ist, folgt dann die Behauptung aus
dem Satz, weil die universelle Eigenschaft die direkte Summe eindeutig charakterisiert.

Sei also ein K-Vektorraum U zusammen mit Abbildungen f;:V ® W; — U gegeben.
Wir definieren ¢:V @k @;.; W; — U durch

v (W) — Zﬁ(\? ® w;).
i€l
Weil der Ausdruck ;. ;fi(v ® w;) sowohl in v als auch in (w;);c; bilinear ist, gibt es eine
solche lineare Abbildung ¢. Es gilt dann f; = ¢ o (idy ®y;), und ¢ ist die einzige Abbildung
mit dieser Eigenschaft. O

i€l

Wir kéonnen diesen Satz benutzen, um (unabhingig von der Konstruktion) zu kliaren, wie
man aus Basen von V bzw. W eine Basis des Tensorprodukts V @x W erhilt.

SATZ 18.49. Seien K ein Kérper, V und W Vektorrdume iiber K, und seien (b;);c1 eine Basis von V und
(¢j)jej eine Basis von W.

Dann bilden die Elemente b; ® ¢; fiir (i,j) € I x ] eine Basis von V @ W.

BEwEIs. Mithilfe der Basen von V und W kénnen wir (Koordinaten-)Isomorphismen
V= KU = @,;Kund W — KU) definieren. Damit erhalten wir

Vaxk W — KD gx KV = (P K =KD,
i7j
wobei fiir die erste Isomorphie Bemerkung 18.44 und in der Mitte die Kompatibilitat zwi-
schen Tensorprodukt und direkter Summe benutzt wurde. Man rechnet leicht nach, dass
der Standardbasisvektore;;) € K (I<]) unter diesem Isomorphismus dem Vektor b; ® G
entspricht. O

Aus dem Satz folgt im endlichdimensionalen Fall unmittelbar die folgende Dimensionsfor-
mel.
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KOROLLAR 18.50. Sei K ein Kérper und seien V und W endlichdimensionale Vektorrdume iiber K.
Dann gilt

dim(V @k W) = dim(V) dim(W).
BEMERKUNG 18.51. Man kann den Satz auch benutzen, um die bilineare Abbildung K™ x
K" — K™ ®k K" ganz explizit zu machen. Wenn wir die von den Standardbasen von K™ und

K™ induzierte Basis von K™ ®g K" benutzen, um diesen Raum mit K™ zu identifizieren,
dann ist die bilineare Abbildung gegeben durch

B((x1s s Xm), 01, -5 Yn)) = (X1, X2, oo XV X2Y1, ooy XmPm)-

In diesem Sinne kann man den Elementartensor (xi, ...,x,) ® (yy, ..., yn) mit dem Vektor
(X1, X1Y2, ooy XY, X2Y1, -, XmYn) identifizieren, dessen Eintrige allen Produkten x;y; sind. ¢

Wir diskutieren nun noch eine interessante Verbindung zwischen Tensorprodukt und Dual-
raum.

SATZ 18.52. Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und V¥ = Homg (V, K) sein Dualraum. Sei W
ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Dann ist die Abbildung

VY x W — Hom(V,W), (A,w) = (v A(v)w),

bilinear und die durch die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts induzierte lineare Abbildung
VY@ W — Homg(V, W), A w— (v A(v)w),

ist ein Isomorphismus ®:VY @ W = Homg (V, W).

BEwWEIs. Wir wihlen einen Isomorphismus W — K" (das entspricht der Wahl einer
Basis wy, ..., w, von W). Damit erhalten wir Isomorphismen

VVegW=VY@K"'=(V'®K)"
= (V)" = Homg(V,K)" = Homg(V,K") = Homg(V, W)

wobei wir fiir den zweiten Isomorphismus die Vertréglichkeit von Tensorprodukt und di-
rekten Summen (Satz 18.48) benutzen, und fiir den vorletzten die endliche direkte Summe
als direktes Produkt verstehen und die universelle Eigenschaft des Produkts verwenden
(Bemerkung 18.7).

Es bleibt zu iiberpriifen, dass die Verkettung dieser Isomorphismus gerade die im Satz
angegebene Abbildung ist. Da V¥ @k W von den Elementartensoren A ® w; erzeugt wird
(wo die w; die oben gewidhlten Basisvektoren sind), geniigt es, das fiir diese Elemente zu
tiberpriifen, und das ist nicht schwierig. O

Es gibt auch andere Moglichkeiten, den Beweis zu fithren. Aber Achtung: Wenn man direkt
die Injektivitdt der Abbildung (oder einer dhnlichen Abbildung mit einem Tensorprodukt
als Definitionsbereich) beweisen mochte, geniigt es nicht zu zeigen, dass der Kern keine
Elementartensoren # o enthilt, denn es konnte andere Elemente # o des Tensorprodukts
geben, die im Kern liegen. Speziell im Fall V = W erhalten wir das folgende Korollar.

KOROLLAR 18.53. Sei K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Dann haben wir
einen Isomorphismus

O:VY @V — Endg(V), A®@v— (x+— Ax)v).

Damit kénnen wir das Tensorprodukt benutzen, um die Spur eines Endomorphismus zu
definieren, ohne eine Matrixdarstellung zu wihlen.
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SATZ 18.54. Seien K ein Kérper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.
v
Sei @ wie in Korollar 18.53, ¥: Endg(V) — Endg (V ViexV
VV @k V die Umkehrabbildung, ev : VY @g V — \ /
K die Abbildung A @ v — A(v). Spur
Dann stimmt die Verkettung ev o¥ mit der (linearen) Abbildung Spur : Endg (V) — K iiberein.

BEWEIS. Aquivalent zu der Gleichheit Spur = evo¥ ist es, Spuro® = ev zu zeigen.
Zum Beweis fixieren wir eine Basis # = (by, ..., b,) von V.

SeienA € V¥, v = >".a;b; € V. Dann rechnen wir wie folgt:

Spur(®(A ® v)) = Spur(w — A(w Z/\ al—/\<2ab> =A(v) =ev(A®v).

Da die Elementartensoren A ® v den Vektorraum VV ® V erzeugen, folgt, dass die beiden
Abbildungen tatsdchlich {ibereinstimmen. O

ERGANZUNG 18.55 (Pflasterungen von Rechtecken und Tensorprodukte). Wir kommen noch
einmal auf die Fragestellung zuriick, die wir in Frage I.2.5 und Ergdnzung 1.7.65 besprochen
haben. Dort haben wir bewiesen, dass sich ein Rechteck mit Seitenldngena € Qundb € R\Q
nicht durch endlich viele Quadrate liickenlos {iberdecken lisst.

Wir betrachten etwas allgemeiner als dort ein Rechteck in R? mit Seitenldngen a,b € R,
das durch endlich viele kleinere Rechtecke (mit zum Ursprungsrechteck parallelen Seiten)
liickenlos und ohne Uberlappungen iiberdeckt wird. (Man spricht auch von einer Pflasterung
des grofien Rechtecks durch die kleinen Rechtecke.) Seien a;,b; € R firi = 1,...,k die
Seitenldngen der kleinen Rechtecken. Dass der Flacheninhalt des grofien Rechtecks in dieser
Situation gleich der Summe der Fldcheninhalte der kleinen Rechtecke ist, duflert sich in der
Gleichung

k
ab = Z a,'bl'
i=1
Diese Gleichung allein ist aber nicht ausreichend, um ein Ergebnis wie das obige zu beweisen.

Mit dem Tensorprodukt konnen wir eine starkere Bedingung formulieren. Wir betrachten R
als Vektorraum tiber dem Korper Q. In der obigen Situation gilt dann

k
a®b:Za,~®bl~ € R®qg R.

i=1

Indem man alle Rechtecke dadurch noch feiner zerlegt, dass man alle Seiten der kleinen

Rechtecke komplett durchzeichnet, ist es genug, diese Gleichheit in der Situation zu zeigen,

dass das grofse Rechteck in rs kleine Rechtecke mit Seitenldngen a;, bj,i = 1,...,r,j = 1, ..., 5,
r

zerlegt ist, wobeia = > | a;,b = Z;:I b; gilt. In diesem Fall haben wir

=1 "l

r $
a®b:<2ai>® ij :Zai®bj
=1 j=I ij

wegen der Bilinearitit des Tensorprodukts.
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Wenn wir im Beispiel links mit der Pflasterung begin-
nen, die durch die durchgezeichneten Linien gegeben
ist, wiirden wir sie durch die gepunkteten Linien verfei-
""""""""""""""" : nern, und dann die obige Rechnung einerseits auf das
ganze Rechteck und alle kleinen Rechtecke anwenden,
' und andererseits auf jedes der Rechtecke der urspriing-
lichen Pflasterung und die kleinen Rechtecke, die dort
enthalten sind.

Diese Interpretation konnen wir benutzen, um den Beweis aus Ergdnzung 1.7.65 neu zu
formulieren. Seiena € Q,b € R\ Q. Dann sind a, b linear unabhingig tiber Q. Sei f:R — Q
ein Q-Vektorraum-Homomorphismus mit f(a) = 1, f (b) = —I1. (Wenn man nicht benutzen
mochte, dass der (nicht endlich erzeugte) Q-Vektorraum R eine Basis besitzt, dann kann
man zu einem geeigneten endlichdimensionalen Untervektorraum von R iibergehen wie in
Erginzung 1.7.65.)

Sei ®:R ®g R — Q diedurchx ® y — f(x)f (y) gegebene Abbildung.

Hitten wir nun eine Gleichung der Forma ®b = > ¥ a; ® a;in R ®g R mit a; € R (wie wir
sie aus einer Pflasterung durch Quadrate bekommen wiirden), so folgt

k

k k
1= q)(a ® h) = (Z a; ®a,~> = Zq)(ai ®a,~) = Zf(a,-)z > 0,

i=1

ein Widerspruch.

Wir benutzen die Formulierung mithilfe des Tensorprodukts um noch ein dhnliches Ergebnis
iiber solche Pflasterungen von Rechtecken zu zeigen.

SATZ 18.56. Sei R ein Rechteck in R? mit Seitenlingen a, b € R, das eine liickenlose Uberdeckung ohne
Uberschneidungen durch kleinere Rechtecke mit Seitenlingen a;, b; € R,i = 1, ..., k, besitzt.

Wenn fiir jedes i eine der Zahlen a;, b; in Q liegt, dann liegt a oder b in Q.
Der Punkt hier ist, dass fiir einige i die Zahl g;, und fiir andere die Zahl b; rational sein kann.

BEWEIS. Wie oben besprochen, haben wir

k
a®b:Za,~®bi € R®gR.
i=I
Sei nun f:R — R ein Q-Vektorraumhomomorphismus mit Ker(f) = Q. (Um zu zeigen,
dass ein solches f existiert, ergdnze man I € R zu einer Q-Basis von R. Dann kann man f
definieren durch f(1) = ound f(b) = bfiir alle anderen Vektoren b aus dieser Basis. Wie oben
auch kann man wieder R durch einen geeigneten endlichdimensionalen Untervektorraum
ersetzen.)

Wir betrachten die Abbildung ®:R ®g R — R, x ® y — f(x)f (y) und erhalten
k k

f@f(h) =D@a@b)=> ®@®b)= fla)f(b)=o,

i=1 i=1

also f(a) = o oder f(b) = o.Da Ker(f) = Q ist, ist das genau die Aussage, die zu zeigen
war. U

Zum Abschluss sei erwihnt, dass auch das folgende stirkere Ergebnis richtig ist:
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SATZ 18.57. Sei R ein Rechteck in R? mit Seitenlingen a, b € R, das eine liickenlose Uberdeckung ohne
Uberschneidungen durch kleinere Rechtecke mit Seitenlingen a;, b; € R,i = 1, ..., k, besitzt.

Wenn fiir jedes i eine der Zahlen a;, b; in Z liegt, dann liegt a oder b in Z.

Es ist interessant, dass man fiir diesen Satz sehr verschiedenartige Beweise geben kann.
Vierzehn verschiedene werden in der Arbeit

S. Wagon, Fourteen proofs of a result about tiling a rectangle, The American Mathematical Month-
ly 94,1987,601--617,https://www.maa.org/sites/default/files/pdf/upload_library/
22/Ford/Wagon601-617 . pdf

erklart. In der Arbeit

A. Shen, An unfair game. Colorings and coverings. Tilings and Polyhedra revisited, Math. Intelligen-
cer 19 (1997), no. 4, 48--50,

wird auch ein Beweis angegeben, der dem obigen Beweis der Q-Variante des Satzes dhnelt
(und auch ein Tensorprodukt verwendet, allerdings braucht man hier das Tensorprodukt
von abelschen Gruppen, das wir nicht behandelt haben). O Ergdnzung 18.55

BEMERKUNG 18.58. Der Begriff des Tensors aus der Physik, der dort eine wichtige Rolle
spielt, hingt eng mit dem Tensorprodukt zusammen, wie wir es hier kennengelernt haben,
bezeichnet aber in der Regel ein etwas anderes Konzept (das man in der Mathematik als
Tensorfeld bezeichnen wiirde, das bedeutet, dass jedem Punkt eines gegebenen Raumes ein
Element eines Tensorprodukts von Vektorrdaumen zugeordnet wird, wobei diese Vektorriu-
me auch (in geeigneter Weise) von dem Punkt des betrachteten Raums abhdngen konnen).

O

18.5.2. Das Tensorprodukt von Matrizen *. Wir haben fiir Homomorphismen f:V —
W,g:V' — W', das Tensorprodukt f ® g definiert (mit (f ® g)(v ® w) = f(v) ® g(w)). Wenn
alle diese Vektorrdume endlichdimensional sind und wir Basen wihlen, dann kénnen wir
die darstellende Matrix von Abbildungen der Form f ® g ausrechnen.

SATZ 18.59. Sei K ein Korper. Seien f:V — V' und g:W — W' Homomorphismen von endlichdimen-
sionalen K -Vektorriumen. Seien B, B, €, ¢ BasenvonV, V', W bzw. W'. Seien1, J, K, L die (endlichen)
Indexmengen dieser Basen.

Sei 9 die von %8 und € (wie in Satz 18.49) induzierte Basis von V @ W (mit Indexmenge I x K), und 9’
die analog von 8 und ¢ induzierte Basis von V' @k W' (mit Indexmenge] x L).

Sei A = (ay)ictje) = M7, (f), B = (bu)kek.ieL = M. (g). Dann gilt
M2 (f @ g) = (ajbu) i o) c1xk (1)ej <1 =: A @ B.

Sind1 = {1, ..., i}, usw., dann ordnen wir die Basen 2 und analog 9’ folgendermafien an: b, ® c;,b; ®
Coy o 7bI ®Ci,b2 ®CI,....

BEWEIS. Schreiben wir # = (b;); und entsprechend fiir die anderen Basen. Fiir (i, k) €
I x Kgilt

fbi) ®g(ce) = Z:aijb]i ® (Z bkld) = Zaijbkzb} ® Cz,
j 1 il

und das liefert genau die Behauptung. O


https://www.maa.org/sites/default/files/pdf/upload_library/22/Ford/Wagon601-617.pdf
https://www.maa.org/sites/default/files/pdf/upload_library/22/Ford/Wagon601-617.pdf
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Die Matrix A ® B nennt man aus naheliegenden Griinden das Tensorprodukt von Matrizen,
oder das Kronecker-Produkt (benannt nach Leopold Kronecker").

Eigenschaften des Tensorprodukts von Abbildungen iibersetzen sich dann in entsprechende
Eigenschaften des Tensorprodukts von Matrizen, zum Beispiel:

LEMMA 18.60. Seienm.,n,m ,n’,m",n" natiirliche Zahlen.
(1) Sind A,B € Mpxn(K),C €M, (K),s0gilt A+ B) @ C=A®C+B®C.
(2) SindA € Mpmxn(K),BeM,, . (K),CeM (K),s0gilt A®B)® C=A® (B®C).

(3) Sind A € GLp(K) und B € GL(K) invertierbare Matrizen, so ist A @ B invertierbar und es gilt
(A®B) '=A"®B.

” ”
m Xn

BEMERKUNG 18.61. Wir wollen noch skizzieren, wie man das Tensorprodukt von Matrizen
benutzen kann, um eine Matrixgleichung

AXB = C,

wobei A, Bund C gegebene Matrizen geeigneter Grofien sind und X eine Matrix beschreibt,
deren Eintréage Unbestimmte sind, fiir die geeignete Werte gefunden werden sollen, als ein
lineares Gleichungssystem in der tiblichen Form umzuformulieren.

Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorrdaume mit Basen 4 = (by,...,b,), ¢ =
(cty...;Cm)- Sei VY der Dualraum von Vund 8" = (b/, ...,b,) die zu Z duale Basis.

LEMMA 18.62. Seivec die Verkettung
vec :Mpxn(K) — Homg(V, W) — V¥ @ W — K™,

wo der erste Isomorphismus die Umkehrabbildung der Abbildung ist, die einem Homomorphismus die
darstellende Matrix beziiglich 2 und € zuordnet, der zweite der Isomorphismus aus Satz 18.52 und der
dritte der Isomorphismus ist, den wir aus Satz 18.49 fiir 8" und ¢ erhalten.

Dannist fiir M = (my;);; € Minxn(K) der Vektor
vec(M) = (myy, My, ..., My, Myy, ..o, M)t € K™

der Vektor, der aus M entsteht, wenn die einzelnen Spalten von M untereinander geschrieben werden.

BEWEIS. Der Beweis besteht aus einer einfachen Rechnung, mit der man die einzelnen
Schritte nachverfolgt. Es geniigt, das fiir Matrizen zu machen, in denen genau ein Eintrag
= 1und alle anderen Eintrige = o sind. Diese Matrizen entsprechen genau den Elemente
by Rc € Vﬂ/égK w. O

’

Seien nun V' und W' weitere endlichdimensionale Vektorriume, Z = (b, ..., b;l) und

¢ =(c,.., cm) Basen von V' bzw. W', (V')V der Dualraum von V' und %" die zu %’ duale
Basis.

Seienh:V' — Vundf:W — W Homomorphismen von endlichdimensionalen K-Vektorraumen.
Wir erhalten dann einen Homomorphismus

Homg(V, W) — Homg (V' ,W'), g~ fogoh,
der dem Homomorphismus
Mpxn(K) = M,y (K), M— AMB,
entspricht, wenn wir A = M% (f),B= M? (h) schreiben.
Mit Satz 18.52 erhalten wir eine Abbildung
VVer W (V) @k W,

Thttps://de.wikipedia.org/wiki/Leopold_Kronecker
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die gegeben ist durch
A@w hY(A) @ f(w),
wie man leicht nachrechnet.

Unter den durch die gewihlten Basen gegebenen Isomorphismen V¥ @ W — K™ und
(V)Y @ W —s K™" entspricht diese Abbildung der Abbildung

K™ 5 K™ v (Bl @g A)v.

Das ist praktisch die Definition des Tensorprodukts der Matrizen B! = M?;Vv V) und A.

Wenn wir alles zusammensetzen, erhalten wir das kommutative Diagramm

vec

/\

Myn(K) ——— Homg(V,W) ——— VW@ W — Kmn

| | | !

’

M. (K) — Homg(V,W) — (V)V@ W —— Kmn

m' xn

in dem alle horizontalen Pfeile Isomorphismen sind, und die vertikalen Pfeile die Abbildun-
gen sind, die wir gerade besprochen haben (in der linken Spalte also M — AMB).

Wir kénnen folglich das Ergebnis mithilfe der Abbildung vec aus dem obigen Lemma fol-
gendermafen formulieren. Fiir jede Matrix M € Mp,»(K) gilt

(B! @ A)vec(M) = vec(AMB).
(Links bezeichnet vec die Abbildung My, «n(K) — K™, rechts bezeichnet vec die Abbildung
Moy sn (K) = K™" )
Sind also A, Bwie oben und C € My, «,(K) gegeben und ist eine Matrix X mit AXB = C
gesucht, so bedeutet das genau, dass X eine Losung des linearen Gleichungssystems

(B' ® A)vec(X) = vec(C)

sein muss. O

18.5.3. Erweiterung der Skalare. Sei der Korper K ein Teilkorper eines Korpers L.
Wir kénnen dann L als K-Vektorraum betrachten, wenn wir die Kérperaddition auf L als
Addition und die Einschriankung der Multiplikationsabbildung L x L — L auf K x L als
Skalarmultiplikation verwenden. Es ist leicht zu sehen, dass dann alle Vektorraumaxiome
erfiillt sind. (Wir hatten diese Konstruktion schon in Beispiel 1.6.2 erwéhnt.)

Ist nun V ein K-Vektorraum, so kénnen wir den K-Vektorraum V ®g L bilden.

SATZ 18.63. Seien L ein Kérper, K ein Teilkérper von L und V ein K-Vektorraum. Mit der Skalarmultipli-
kation

Lx(VegLl) = VegL, (a,v®Db)—v®ab,
istdann V @k L ein L-Vektorraum. Wir sagen, man erhalte V Qg L durch Erweiterung der Skalare
von K nach L.
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BEwEIS. Um zu iiberpriifen, dass die angegebene Abbildung wohldefiniert ist, fixieren
wira € L. Dann ist die Abbildung V x L — V ®g L, (v,b) — v ® ab, bilinear (wobei wir V
und L als K-Vektorrdaume betrachten). Wir erhalten also eine (eindeutig bestimmte) lineare
Abbildung V®x L — V®g L,v ® b — v ® ab. Dies ist die Multiplikation mit dem Skalar
a € L auf dem L-Vektorraum V ®k L. Wenn wir diese Abbildungen fiir allea € L zusammen
betrachten, haben wir eine Abbildung L x V ®x L — V ® L wie im Satz.

Es sind dann die Vektorraumaxiome nachzurechnen. Das ist einfach. O

SATZ 18.64. Seien L ein Korper, K ein Teilkorper von L und V ein K-Vektorraum. Ist (b;);c| eine Basis
von V iiber K, dann bilden die Elemente b; ® 1,i € I, eine Basis des L-Vektorraums V Qg L.

Insbesondere gilt (wenn V iiber K endliche Dimension hat), dass dimg V = dimp(V ®g L) ist.

BEWEIS. Wir betrachten die Wahl der Basis von V als wie Wahl eines Isomorphismus
b:K) — V. Durch »Tensorieren mit id; « erhalten wir (siehe Satz 18.43) eine lineare Abbil-
dung

LD = g@ ®x L % V@ L,
wobei wir fiir die erste Isomorphie noch die Vertriglichkeit von Tensorprodukt und direk-
ten Summen benutzen, Satz 18.48. Nach Bemerkung 18.44 ist auch dieser K-Vektorraum-
Homomorphismus wieder bijektiv. Man iiberpriift unmittelbar, dass es sich dabei um einen
Homomorphismus von L-Vektorrdumen handelt, und dass b ® id; den Standardbasisvektor
e; € L\ abbildet auf b; ® 1. O

Die im Beweis benutzte Vertriaglichkeit mit Homomorphismen gilt ganz allgemein: Ist
f:V — W ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen, soist f ® id; :V ®x L - W ®g L ein
L-Vektorraum-Homomorphismus. Wie wir schon wissen, ist diese Konstruktion vertrag-
lich mit der Verkettung von Homomorphismen. Insbesondere werden aus K-Vektorraum-
Isomorphismen auf diese Weise L-Vektorraum-Isomorphismen.

Ein konkretes Beispiel fiir die hier betrachtete Situation ist die Kérpererweiterung R C
C. Wir erhalten also fiir jeden R-Vektorraum V einen C-Vektorraum V ®p C, der als C-
Vektorraum die Dimension dimg (V) hat.

18.6. Die dufdere Algebra eines Vektorraums

Das Tensorprodukt V; ® - - - ® V,, von Vektorrdumen Vi, ..., V,, ermdoglicht es, zwischen mul-
tilinearen Abbildungen V; X --- x V, — U und linearen Abbildungen V, ®k - -- ®x V, —» U
»hin- und herzugehen«. Als wir in der Linearen Algebra I iiber multilineare Abbildungen
gesprochen haben, haben wir uns aber nicht fiir beliebige multilineare Abbildungen interes-
siert, sondern speziell fiir alternierende multilineare Abbildungen V x --- x V — U. Mit der
r-ten duBeren Potenz " V von V (iiber K) lernen wir in diesem Abschnitt einen Vektorraum
kennen, fiir den lineare Abbildungen /" V — U mit alternierenden multilinearen Abbil-
dungen V x --- x V — U (mit r Faktoren in dem Produkt V x - -- x V)identifiziert werden
konnen. Die n-te duflere Potenz eines n-dimensionalen Vektorraums V steht, vielleicht nicht
iiberraschend, in engem Zusammenhang zur Determinante von Endomorphismen von V.

Wie beim Tensorprodukt beginnen wir mit einer Definition anhand der gewiinschten uni-
versellen Eigenschaft.

DEFINITION 18.65. Seien K ein Koérper und V ein K-Vektorraum. Seir € N. Ein Vektorraum
A zusammen mit einer alternierenden multilinearen Abbildung :V" — A heifdt r-te duflere
Potenz von V iiber K, wenn die folgende universelle Eigenschaft erfullt ist:
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Fiirjeden K-Vektorraum U und jede alternierende v b . U
multilineare Abbildung b:V" — U gibt es genau B p A N
eine lineare Abbildung §A — U,sodassgpoff =D \ o

gilt. A

BEISPIEL 18.66. (1) Fiir jeden K-Vektorraum V gilt \' V = V, denn eine alternierende mul-
tilineare Abbildung V — U ist nichts anderes als eine lineare Abbildung V — U. Die
Gleichheit ist hier so zu verstehen, dass V zusammen mit der »offensichtlichen« alter-
nierenden multilinearen Abbildung idy :V — V die universelle Eigenschaft der 1-ten
duReren Potenz erfiillt. Daher kénnen wir ' V in dieser Weise konstruieren und/oder V
und A" V mittels eines eindeutig bestimmten Isomorphismus (der mit den beiden alter-
nierenden multilinearen Abbildungen V — A' V und idy vertriglich ist) identifizieren,
den wir als Gleichheit schreiben.

(2) Fiir jeden K-Vektorraum V identifizieren wir A\° V aufgrund der folgenden Uberle-
gung mit dem eindimensionalen Vektorraum K. Das leere Produkt (Bemerkung 18.8) ist
[Ip V = {0}. Jede Abbildung vom leeren Produkt in irgendeinen K-Vektorraum U ist al-
ternierend und multilinear, denn die Bedingungen dafiir beziehen sich auf die Faktoren
des Produkts; hier hat das Produkt aber gar keine Faktoren. Insbesondere ist es nicht
erforderlich, dass die Abbildung linear ist, sondern das (einzige) Element o kann auf ein
beliebiges Element von U abgebildet werden. Wir konnen die Menge der alternierenden
multilinearen Abbildungen [ [, V — U also mit U = Homg(K, U) identifizieren, wobei
das Gleichheitszeichen hier bedeutet, dass wir ¢:K — U mit ¢(1) € U identifizieren.

O

Als erstes wollen wir die Frage abhandeln, ob eine duf3ere Potenz stets existiert. Wie beim
Tensorprodukt ist es aber fiir alles spitere dann ausreichend zu wissen, dass das der Fall
ist. Die genaue Konstruktion spielt keine Rolle, sondern wir arbeiten spiter immer mit der
universellen Eigenschaft.

SATZ 18.67. Dier-tedufiere Potenz von V existiert fiir jeden K-Vektorraum V und ist eindeutig bestimmt
bis auf eindeutigen Isomorphismus. Wir bezeichnen sie mit \" V. Das Bild von (vy, ...,v,) € V'in \" V
wird mit vy A - - - A v, bezeichnet.

BEwEIs. Die Eindeutigkeit bis auf eindeutigen Isomorphismus ergibt sich wie iiblich
aus der universellen Eigenschaft.

Um die Existenz zu beweisen, sei V¥" = V ® - - - ®k V das r-fache Tensorprodukt von V
mit sich selbst tiber K.

Sei U C V® der Untervektorraum, der erzeugt wird von allen Elementen der Form

VI ®---®Vv, sodassi# jexistieren mitv; = v;.

Die Verkettung V" — V& — V@ /U die ein Tupel (v, ..., v,) abbildet auf die Restklasse von
v;®---@v,in V¥ /U ist dann eine alternierende multilineare Abbildung. Die Multilinearitit
folgt dabei aus der entsprechenden Eigenschaft des Tensorprodukts, denn sie bleibt bei der
Verkettung mit einer linearen Abbildung erhalten. Die Eigenschaft, alternierend zu sein,
folgt direkt aus der Definition von U.

Behauptung. Der Vektorraum V' /U zusammen mit der soeben konstruierten alternierenden
multilinearen Abbildung V" — V® /U hat die universelle Eigenschaft der r-ten dufieren
Potenzvon V.

Begriindung. Sei b:V" — W eine alternierende multilineare Abbildung. Wegen der Multi-
linearitdt faktorisiert die Abbildung in eindeutiger Weise iiber einen Homomorphismus
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V& — W. Dass die urspriingliche Abbildung alternierend ist, impliziert, dass U im Kern
von V® — W liegt, wir erhalten also eine eindeutig bestimmte Abbildung V®" /U — W, so
dass das folgende Diagramm kommutiert:

Vi——— W

| |

e g—

Das beweist die Existenz der in der universellen Eigenschaft geforderten Abbildung V®' /U —
W. Die Eindeutigkeit ist klar, weil die Abbildung auf den Bildern der Elementartensoren
v ® -+ ® vy in VO /U bestimmt ist (als b(vy, ..., v,)), und diese den Vektorraum V&' /U
erzeugen. O

Man nennt den Vektor v; A - - - A v, manchmal auch das Dachprodukt der Vektoren vy, ..., v,.

BEMERKUNG 18.68 (Rechenregeln fiir Dachprodukte). Genau wie Elementartensoren ver-
halten sich Dachprodukte multilinear, wir haben also

ViA A @i+ a V) Avigg A A vy
—a(Vi A AV AV A AV +ad (VA AV AV A A V)
fira,a €K, vI,...,v,,v; e V.
Zudem sind sie alternierend, es gilt also
viA---Av, =0, wennesi# jmitv; =v;gibt.
Wir kénnen nun Lemma 1.9.2 auf die alternierende multilineare Abbildung V' — A"V
anwenden und erhalten, dass
VIA AV ==V A AV Ao AV A Ay
S~~~ v.
i j
gilt, vertauscht man also im Dachprodukt v; A - - - A v, zwei der Eintrége, so unterscheidet
sich der neue Eintrag vom alten genau um den Faktor —1I.

Aus demselben Lemma erhalten wir dann das Verhalten von Dachprodukten, wenn wir eine
beliebige Permutation auf die Eintrédge anwenden:

Vo) A+t AVg(r) = Sgn(0)V; A -+ A vy, fiiralleo € 5;.
O

Ahnlich wie beim Tensorprodukt vertrigt sich die dufiere Potenz gut mit Homomorphismen
von Vektorrdumen.

SATZ 18.69. Seien V und W Vektorrdume iiber K,r € N, und sei f:V — W eine lineare Abbildung.

Dann ist
/\rf:/\rV—>/\rW, VA AV = f(v) A Af(vy),

eine lineare Abbildung. Diese Konstruktion ist kompatibel mit der Verkettung von Homomorphismen.

BEWEIS. Wir zeigen die Existenz einer Abbildung, die die angegebene Zuordnungsvor-
schrift fir Elemente der Form v; A - - - A v, hat, mit der universellen Eigenschaft (und es folgt
daraus auch, dass sie eindeutig bestimmt ist).

Dazu betrachten wir die Abbildung
Vs N We o (e yvp) o0 f(0) A= Af(w)
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Aus der Definition von /\" W und der Linearitit von f folgt leicht, dass diese Abbildung
alternierend und multilinear ist. Daraus folgt die Existenz der gesuchten Abbildung A\’ f.

Die Vertraglichkeit mit Verkettung ist dann auch leicht nachzupriifen. O

Weil offensichtlich auch A"idy = id 5y gilt, folgt aus dem Satz in der tiblichen Weise, dass
fiir einen Isomorphismus f auch der Homomorphismus /\" f ein Isomorphismus ist.

Wir bezeichnen mit (Z) den Binomialkoeffizienten, (Z) = Wik)l' Dies ist die Anzahl der

k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.

SATZ 18.70. Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum,n = dim(V'), und by, ..., by eine Basis von
V, dann bilden die Elemente

bi N---Ab;, firalle1 <i <---<ip<n
eine Basisvon \" V.
Folglich gilt dim(A\" V) = ().

Insbesondere gilt \" V = o fiirr > n.

Eine lineare Abbildung \"V — K (fiir n = dim V) kénnen wir identifizieren mit einer
alternierenden multilinearen Abbildung V" — K, also gerade mit einer Determinantenfunk-
tion auf V. Dassdim A" V = (") = 1ist, ist also dazu dquivalent, dass der Vektorraum der
Determinantenfunktionen auf V Dimension 1 hat. Daher sollte es nicht iiberraschen, dass
wir diesen Satz nun im Beweis benutzen, denn sonst miissten wir uns mehr oder weniger
dieselbe Miihe wie damals beim Beweis noch einmal machen.

BEWEIS. Aus den Rechenregeln fiir Dachprodukte, Bemerkung 18.68, folgt, dass die
Elementeb; A- - - Ab;, fiir alle Tupel (iy, ..., ) mit1 < i; < --- < i, < nein Erzeugendensystem
von /\" V bilden. An diesem Punkt des Beweises bekommen wir schon die Abschitzung
dim(/\" V) < (7). (Achten Sie, wenn Sie den Beweis nachvollziehen, darauf, dass Sie auch
die Félle r > nberiicksichtigen. In diesem Fall ist das angegebene Erzeugendensystem die
leere Menge, der Raum /\" V folglich der Nullvektorraum.)

Es bleibt noch die lineare Unabhéngigkeit zu zeigen. Dazu zeigen wir die folgende Aussage:

Behauptung. Sei (iy,...,i;) mit1 < i < --- < i, < n gegeben. Dann gibt es eine lineare
Abbildung A"V — K, sodass fiir alle (ji, ..., j,) mit1 < j; < --- <j, < ngilt:

bjx A /\b]r — {I wenn (ilv '-'7ir) = (jI?"'ajf)?
O sonst.

Es ist leicht zu sehen, dass daraus die lineare Unabhingigkeit folgt. Denn wenn eine Line-
arkombination der Elemente b; A - -- A b;, gegeben ist, die den Nullvektor darstellt, folgt
durch Anwenden der obigen Abbildung (fiir (i, ..., i,)), dass der Koeffizient von b; A --- A b;,
verschwindet. Insgesamt folgt also, dass alle Koeffizienten verschwinden miissen, und damit
die lineare Unabhingigkeit.

Begriindung. Sei

{i,, oty p =11, ,n}\{ir, ..., i }.
Das Tupel b;,, ...,b,;,bi;, by
Sei A:V" — K die (eindeutig bestimmte) Determinantenfunktion mit

A(b,‘l, "'abiwbi;a ""bi;.fr) = 1.

ist dann bis auf eine Permutation die gewéhlte Basisvon V.
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(Fur die Existenz benutzen wir die Ergebnisse der Linearen Algebra 1.) Wir erhalten so eine
alternierende multilineare Abbildung

V' =K, (vI,...,v,)r—>A(vI,...,v,,bi;,...,b ).

Es ist klar, dass unter der dadurch induzierten Abbildung das Element b; A --- A b; auf 1
abgebildet wird. Ist andererseits (i, ..., jr) # (i1, ..., &) mit1 <j; < --- <j, < ngegeben,soist
wenigstens eines derj; in der Menge {i., ...,i, ,} enthalten, so dass A(bj,, ... by, by, by ) =

o folgt. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

o
ln—r

Zum Fall r = o dieses Satzes vergleiche auch Bemerkung 18.66.

Wir kénnen auch die Determinante eines Endomorphismus mit den neuen Begrifflichkeiten
beschreiben.

SATZ 18.71. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n = dim(V). Dannistdim A\" V = 1. Ist
f:V — Vein Endomorphismus, so ist der Endomorphismus

n n n
/\ f:/\ V—>/\ Vo, wAAvg= fv) Ao Af(vn),
die Multiplikation mit det(f).
BEWEIS. Nach Satz 18.70 kénnen wir einen Isomorphismus A" V — K wihlen. Dann
ist die Verkettung A:V" — A" V — K eine nicht-triviale alternierende multilineare Abbil-

dung, also eine nicht-triviale Determinantenfunktion. Nach Definition von det(f') ist daher
Aof™ = det(f)A, wobei f":V" — V" die Abbildung (vy, ..., vn) — (f(v), ...,f(vn)) bezeichnet.

Andererseits haben wir ein kommutatives Diagramm

vt —— A"V

l " |Ans

vt —— A"V
Insgesamt folgt die Behauptung. O

Zusammen mit Satz 18.69 (speziell der Vertraglichkeit mit Verkettung) erhélt man aus diesem
Satz einen neuen Beweis des Determinantenproduktsatzes Satz 1.9.11 (der allerdings dhnlich
ist zu dem Beweis, den wir mit Determinantenfunktionen gegeben haben). Wir erwédhnen
noch zwei Ergebnisse iiber die Vertriglichkeit der dufieren Potenzen mit direkten Summen
und dem Ubergang zum Dualraum, die manchmal niitzlich sind.

SATZ 18.72. Seien K ein Kérper, V und W Vektorrdume iiber K undr € N.

(1) Die Abbildungen

AN Vexk NW—= N (VEW), (A Av)@ WA Aw)) s VA AV AWLA-- AW,

(firo <i,j < rmiti + j = r) induzieren einen Isomorphismus

DA Vvex N W, = N\ (Vew).
i+j=r

(2) Seinun V endlichdimensional und V¥ der Dualraum von V. Dann haben wie einen Isomorphismus
%

/\r VY — (/\r V) s AN A A (VA A v det((A4(v)))ijer,.r)

von K-Vektorrdumen.
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BEWEIS. In (1)schreiben wir fiir v € V auf der rechten Seite einfach v fiir das Element
(v,0) € V& W, und dhnlich fiir w € W. Wir lassen den Beweis hier aus. Man kann ihn mit
dhnlichen Methoden wie oben fiihren, insbesondere fiir Teil (1) ist das aber ein bisschen
Arbeit. In Teil (2) wéhle man eine Basis von V und betrachte die zugehorige duale Basis von
VY.

Zusatzfrage. Kénnte man es in Teil (2) auch mit der Abbildungsvorschrift v; A --- A v, —
[T, Ai(v;) versuchen? a
Mit Teil (1) dieses Satzes kann man einen neuen Beweis von Satz 18.70 geben.

BEMERKUNG 18.73 (Die dufiere Algebra). Auf der direkten Summe AV := @,y A" V ldsst
sich eine Multiplikation definieren durch

(WA AV s (WA AWg) =V A AV AW A A wg.

Sie wird damit zu einem (nicht kommutativen) Ring, der auflerdem eine K-Vektorraumstruk-
tur triagt. Man nennt diesen Ring/Vektorraum die dufSere Algebra des Vektorraums V. O

ERGANZUNG 18.74. Das Kreuzprodukt R3 x R3 x R3, oder allgemeiner K3 x K3 — K3 fiir
einen beliebigen Koérper K, 1dsst sich mittels des Isomorphismus

N\ K = K3,

der durch die Basis e, A\ e5, e A\ er, e; A e, gegeben ist, identifizieren mit der natiirlichen
Abbildung (K3)? — A\*K3. O Ergénzung 18.74

18.7. Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen *

Dieser Abschnitt ist, wie viele der Ergdnzungen, etwas knapper geschrieben. Weiter unten
finden Sie Literaturverweise, unter anderem fiir ausfiihrlichere Darstellungen.

18.7.1. Moduln iiber Ringen. In der Definition eines Vektorraums wird nirgends beno-
tigt, dass der Grundkorper tatsachlich ein Korper (und nicht einfach irgendein kommutativer
Ring) ist. Da sich die analog definierten Objekte {iber beliebigen kommutativen Ringen zum
Teil aber sehr anders verhalten als Vektorrdume iiber Kérpern, erhalten sie einen eigenen
Namen.

DEFINITION 18.75. Sei R ein kommutativer Ring. Ein R-Modul (oder: Modul iiber R) ist eine
abelsche Gruppe (M, +) zusammen mit einer Skalarmultiplikation

RxM— M,
so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(a) Esgilt (ab)m = a(bm) fir allea,b € R,m € M.
(b) Esgilt1-m = mfiirallem € M.

(c) Es gelten die Distributivgesetze

(a+b)m=am+bm, a(m+m)=am-+am firallea,bcR, mm M.



112

18. KONSTRUKTIONEN VON VEKTORRAUMEN

Achtung: Es heifit der Modul (Plural: die Moduln) und das Wort Modul wird auf der ersten
Silbe betont! (Also gerade anders als das Modul aus dem Modulhandbuch.)

Man kann auch Moduln iiber nicht notwendig kommutativen Ringen einfiihren (genauer
unterscheidet man dann zwischen Linksmoduln und Rechtsmoduln). Das wollen wir aber
an dieser Stelle nicht tun.

BEISPIEL 18.76. (I) Ist R ein Korper, so ist also ein R-Modul genau dasselbe wie ein R-

(2)

Vektorraum.

Sei R = Z.Ist M ein Z-Modul, so ist M mit der Addition (wie jeder Modul iiber einem
Ring) eine abelsche Gruppe. Ist andererseits M irgendeine abelsche Gruppe, so gibt es
genau eine Moglichkeit, M mit einer Skalarmultiplikation

ZxM—M

zu versehen, so dass M damit (und mit der vorgegebenen Addition) zu einem Z-Modul
wird. In der Tat ergibt sich aus den Distributivgesetzen, dass

nm=m+---+m (nSummanden)

firn € Nund nm = —((—n)m) fiir n € Z>,, gelten muss. Es ist leicht zu sehen, dass diese
Vorschriften eine Skalarmultiplikation definieren.

In diesem Sinne kann man sagen, dass ein Z-Modul genau dasselbe ist wie eine (additiv
geschriebene) kommutative Gruppe. (Auch die Begriffe des Z-Modul-Homomorphismus
(den wir als néchstes definieren) und des Gruppenhomomorphismus fallen dann zu-
sammen.)

Sei K ein Korper. Ist V ein K-Vektorraum und f:V — V ein Endomorphismus, so kon-
nen wir V wie folgt mit der Struktur eines K[X]-Moduls versehen: Die Addition ist die
Vektorraumaddition, und die Skalarmultiplikation ist gegeben durch

“K[X]xV =V, p-v:=p(f)(v).

Insbesondere ist die Skalarmultiplikation mit dem Element X € K[X] einfach gegeben
durch Anwendung des fixierten Endomorphismus f. Es ist leicht zu iiberpriifen, dass
die Modulaxiome erfiillt sind.

Ist andererseits M ein K[X]|-Modul, so ist M erst recht ein K-Vektorraum (mit derselben
Addition und indem wir die Skalarmultiplikation nur fiir Elemente aus K (aufgefasst als
konstante Polynome) benutzen). Die Multiplikation mit dem Element X € K[X] ist dann
ein K-Vektorraum-Homomorphismus von M.

In diesem Sinne ist ein K[X]-Modul »dasselbe« wie ein K-Vektorraum zusammen mit
einem Vektorraumendomorphismus.

Diese Interpretation von Moduln iiber dem (Hauptideal-)Ring K[X] ermdglicht uns,
nachdem wir die Theorie von Moduln tiber Hauptidealringen etwas weiter entwickelt
haben werden, einen neuen Zugang zum Satz {iber die Jordansche Normalform.

O

Viele der Grundbegriffe der Vektorraumtheorie lassen sich tibertragen:

DEFINITION 18.77. Sei R ein kommutativer Ring und seien M und N Moduln iiber R.

(1)

(2)

Eine Abbildung f:M — N heifit R-Modul-Homomorphismus, wenn f ein Gruppenhomo-
morphismus beziiglich der Additionistund fiirallea € R,m € Mgilt,dass f(am) = af (m)
ist.

Ein R-Modul-Isomorphismus ist ein R-Modul-Homomorphismus, der eine Umkehrabbil-
dung besitzt, die ebenfalls ein R-Modul-Homomorphismus ist.
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Wie im Fall von Vektorrdumen tiberpriift man, dass jeder bijektive R-Modul-Homomorphis-
mus ein Isomorphismus ist. Wir bezeichnen die Menge aller R-Modul-Homomorphismen
von M nach N mit Homg(M, N). Mit der iiblichen Addition und Skalarmultiplikation fiir
Abbildungen ist Homg (M, N) ein R-Modul.

DEFINITION 18.78. Seien R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Eine Teilmenge
N C M heifdt Untermodul, wenn N eine Untergruppe von M beziiglich der Addition ist und
an € Nfiirallea € R,n € N gilt. =

Wie bei Gruppen und Vektorrdumen bezeichnen wir mit Ker(f) := f~'({o}) den Kern und
mit 3(f) = f(M) das Bild eines Modul-Homomorphismus f:M — N.Inbeiden Fillen handelt
es sich um Untermoduln.

Der Durchschnitt einer Familie von Untermoduln eines Moduls ist wieder ein Untermodul.
Damit kénnen wir wie iiblich den von einer Teilmenge erzeugten Untermodul definieren.

DEFINITION 18.79. Seien R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul.

(1) Ist X C M eine Teilmenge, so nennen wir
(X) == (X)r:= (| N,
NDX

wobei der Durchschnitt tiber alle Untermoduln N C M genommen wird, die X enthalten,
den von der Teilmenge X erzeugten Untermodul von M.

Dies ist der kleinste Untermodul von M, der die Teilmenge X enthilt.

(2) Der R Modul M heifit endlich erzeugt, wenn eine endliche Teilmenge X C M existiert mit
(X)r =M.

BEISPIEL 18.80. Sei R ein kommutativer Ring.

(1) Der Ring R ist ein R-Modul, wenn wir als Addition die Ringaddition und als Skalarmul-
tiplikation die Ringmultiplikation verwenden.

(2) Eine Teilmenge a C R ist genau dann ein Ideal, wenn a ein Untermodul des R-Moduls R
ist.

O

BEMERKUNG 18.81 (Quotient eines Moduls nach einem Untermodul). Sei R ein kommutati-
ver Ring. Sei M ein R-Modulund N C M ein Untermodul. Betrachten wir M und N als additive
Gruppen, so haben wir den Gruppenquotienten M/N. Mit der folgenden (wohldefinierten!)
Skalarmultiplikation kénnen wir diesen zu einem R-Modul machen:

Rx (M/N)— (M/N), (a,m+ N)— (am)—+ N.

Die kanonische Projektion 7:M — M/N ist dann ein R-Modul-Homomorphismus mit Kern
N. Der Homomorphiesatz gilt analog wie fiir Gruppen bzw. Vektorraume. O

BEMERKUNG 18.82 (Produkt und direkte Summe von Moduln). Seien R ein Ring, I eine
Menge und M;, i € I, Moduln iiber R. Wie fiir Vektorraume konnen wir die direkte Summe
bzw. das Produkt der Familie (M;); von R-Moduln bilden.
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(1) Das kartesische Produkt [ [;.; M; ist mit der komponentenweisen Addition und Ska-
larmultiplikation ein R-Modul. Dieser R-Modul erfiillt die universelle Eigenschaft des
Produkts, d.h. Morphismen von einem R-Modul N in das Produkt [ [;.; M; entsprechen
bijektiv Familien N — M; von Homomorphismen:

Homg (N, [ [Mi) — ] | Homg(N,M;).
i i

Diese Bijektion ist gegeben durch f — (p; o f);, wobei p;: [ [; M; — M; die Projektion auf
den j-ten Faktor bezeichnet.

Wir schreiben M! := [T, M.

(2) Die Teilmenge @; M; C [[; M;, die aus allen Elementen des Produkts besteht, in denen
hochstens endlich viele Eintrége von o verschieden sind, ist ein Untermodul, der als die
direkte Summe der M; bezeichnet wird. Zusammen mit den Inklusionen 1;:M; — €;c; M;,
m — (0,...,0,m,0,...,0), erfiillt der R-Modul ), M; die universelle Eigenschaft der
direkten Summe, d.h. die Abbildung

Homg(EP M;, N) = [[Homg(M;, N), f + (f o),

ist fiir alle R-Moduln N bijektiv.
Wir schreiben M) := @, M.

O

DEFINITION 18.83. Sei R ein kommutativer Ring und sei M ein R-Modul. Wir nennen M
einen freien Modul, wenn M zu einem Modul der Form R() isomorph ist. —

Ein wichtiger Spezialfall von freien Moduln sind die endlich erzeugten freien Moduln R",
necN.

Wie im Vektorraumfall nennen wir eine Familie (b;); eines R-Moduls M eine Basis von M,
wenn sich jedes Element von m mit eindeutig bestimmten Elementen a; € R (von denen
hochstens endlich viele # o sind) als Linearkombination m = ) _; a;b; darstellen lasst. Die
»Standardbasisvektoren« bilden dann eine Basis von R(D. Daraus schlieft man leicht den
folgenden Satz.

SATZ 18.84. Ein R-Modul besitzt genau dann eine Basis, wenn er frei ist.

Ist R ein Korper, so ist jeder R-Modul frei; dies ist der Satz, dass jeder Vektorraum iiber einem
Korper eine Basis besitzt. (Ist andererseits R kein Korper, so existiert ein Idealo # a C R
und dann ist der R-Modul R/a nicht frei.)

BEISPIEL18.85. Anders alsim Vektorraumfall ldsst sich nicht aus jedem Erzeugendensystem
eine Basis auswihlen: Zum Beispiel gilt fiir den (freien) Z-Modul Z, dass (2, 3) = Z, aber
(2) #Z,(3) # Zund 3-2 — 2+ 3 = o/ist, die Elemente 2, 3 € Z sind »linear abhingig«.

Im Z-Modul Z/2 ist sogar das Element I »linear abhingig«, dennesgilt2:-1 = oin Z/2.
Dieser Z-Modul besitzt keine Basis. O

Weite Teile der Vektorraumtheorie lassen sich auf freie R-Moduln verallgemeinern. Wir
konnen R-Modul-Homomorphismen R" — R™ durch Matrizen in Mp,«,(R) beschreiben.
Entsprechend kann man nach Wahl von Basen der freien Moduln N und M, also von Iso-
morphismen N = R", M = R™ Homomorphismen N — M durch Matrizen in My, (R)
beschreiben.

Fiir freie Moduln ist der sogenannte Rang ein guter Ersatz fiir den Dimensionsbegriff, den
wir fiir Vektorrdume haben:
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SATZ 18.86. Sei R # 0 ein kommutativer Ring. Ist M ein freier R-Modul, etwa M = RD, so ist die
Kardinalitdt von I durch M eindeutig bestimmt. Man nennt diese den Rang des freien Moduls M.

BEWEIS. Wir geben den Beweis hier in dem Fall, dass M endlich erzeugt ist. Siehe Be-
merkung 18.87 fiir den allgemeinen Fall. Es ist leicht zu sehen, dass fiir endlich erzeugtes M
die Menge I endlich sein muss. Es bleibt dann zu zeigen, dass ein R-Modul-Isomorphismus
R™ — R™ nur fiir n = m existieren kann. Wir nehmen einen solchen Isomorphismus her
und stellen ihn durch eine Matrix A € My, n(R) dar. Es existiert dann ein Umkehrhomomor-
phismus, den wir durch eine Matrix B € My« (R) darstellen kénnen. Es gilt also AB = E,,

(und BA = E,).

Seinun ¢:R — K ein Ringhomomorphismus von R in einen Korper K. Seien ¢p(A) und ¢(B)
die Matrizen, die aus A und B entstehen, indem wir auf jeden Eintrag ¢p anwenden. Es gilt
dann ¢(A)¢p(B) = E,, und daraus folgt m = n.

Um den Beweis abzuschliefien, geniigt es nun zu zeigen, dass zu jedem Ring R # o tiberhaupt
ein Homomorphismus in einen Korper existiert. Ist R ein Integritétsring, so konnen wir hier
einfach die Einbettung von R in seinen Quotientenkorper verwenden. Im allgemeinen Fall
benutzen wir Satz 18.134, den wir weiter unten beweisen werden. O

Fiir nicht notwendig freie Moduln ist das Problem, einen verniinftigen »Rang« zu definieren,
subtiler, und wir wollen dies hier nicht weiter erértern.

Ein Homomorphismus R" — R" ist genau dann ein Isomorphismus, wenn die zugehorige
Matrix A invertierbar ist, wenn also B € M, (R) mit AB = BA = E, existiert. Das ist genau
dann der Fall, wenn die Determinante det(A) eine Einheit von R ist, siehe Korollar 15.73,
Ergdnzung 15.74. Wir bezeichnen die Gruppe der invertierbaren (n x n)-Matrizen iiber R
mit GL,(R).

Nicht alle Eigenschaften von Vektorrdumen iibertragen sich aber auf freie Moduln! Man
beachte zum Beispiel, dass im allgemeinen nicht jeder Untermodul eines freien Moduls
selbst frei ist! Wenn R ein Hauptidealring ist, dann ist das aber richtig, und wir werden das
fiir endlich erzeugte freie Moduln weiter unten zeigen (Lemma 18.96).

BEMERKUNG 18.87. Wie fiir Vektorraume kann man das Tensorprodukt M ®g N von R-
Moduln definieren (durch dieselbe universelle Eigenschaft) und konstruieren. Im Kontext
von Moduln ist dieser Begriff noch um einiges niitzlicher als bei Vektorraumen, wo sich der
Gebrauch des Tensorprodukts eigentlich immer vermeiden lasst.

Wie bei Vektorraumen gelten die folgenden Eigenschaften des Tensorprodukts. Die Beweise
kann man genau wie im Vektorraumfall fithren.

LEMMA 18.88. Seien R ein Ring und M, N, M ,M",M,,i € I, Moduln iiber R. Dann hat man natiirliche
Isomorphismen

(1) M@rR=M,
(2) M@r N=N ®g M,

(3) MOrM)@rM =M®g (M @gM") (und analog fiir mehr Faktoren -- Wir lassen daher die
Klammern in solchen Tensorprodukten in der Regel weg. Diese Tensorprodukte erfiillen eine analoge
universelle Eigenschaft fiir multilineare Abbildungen),

(4) Homg(M ® M', N) = Homg (M, Homg (M, N)),
(5) (B;M;) ®r N =@;(M; @& N).

Wie im Vektorraumfall kann man auch das Tensorprodukt von Homomorphismen bilden.

Ist :R — S ein Homomorphismus von kommutativen Ringen und M ein R-Modul, so
koénnen wir S als R-Modul auffassen (mit der Skalarmultiplikation r-s := ¢(r)s, wobei rechts
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die Multiplikation im Ring S verwendet wird) und das Tensorprodukt M ®p S bilden. Dies ist
ein R-Modul, den wir mittels
s:(m®t):=m (st)

mit einer Skalarmultiplikation S X (M®gS) — M ®g S versehen und so mit der Struktur eines
S-Moduls ausstatten kdnnen. Wir nennen M ®r S den S-Modul, der aus M durch Erweiterung
der Skalare entsteht. Aus einem R-Modul-Homomorphismus f:M — N erhalten wir durch
m®s — f(m)®seinen S-Modul-Homomorphismus fs:M ®r S — N ®g S. Diese Konstruktion
ist kompatibel mit der Verkettung von Homomorphismen und mit dem iiblichen Argument
folgt, dass fs ein Isomorphismus ist, wenn das fiir f gilt. Vergleiche Abschnitt 18.5.3, wo wir
die analoge Konstruktion im Fall von Vektorrdumen behandelt haben.

Als eine Anwendung kénnen wir damit den Beweis von Satz 18.86 etwas verschlanken und
(unter Annahme des Ergebnisses fiir Vektorrdume, das wir in der Linearen Algebra I nur fiir
Vektorrdume endlicher Dimension bewiesen haben) auf den Fall von Moduln verallgemei-
nern, die nicht endlich erzeugt sind: Sei ¢:R() — RU) ein Isomorphismus von R-Moduln.
Wir wollen zeigen, dass I und ] dieselbe Michtigkeit haben. Sei ¢:R — K ein Ringhomomor-
phismus von R in einen Kérper K; wir haben im Beweis von Satz 18.86 begriindet, dass ein
solcher Homomorphismus existiert. Dann erhalten wir durch Erweiterung der Skalare und
mit Lemma 18.88 (5) einen Isomorphismus

KD =RD @p K=RY @ K=K

und es folgt aus der Dimensionstheorie fiir K-Vektorrdume, dass ] und ] dieselbe Michtigkeit
haben. 0

18.7.2. Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen. Die Theorie von (endlich
erzeugten) Moduln iiber Hauptidealringen ist zwar schon deutlich komplizierter als die
Theorie endlichdimensionaler Vektorrdume tiber einem Koérper, aber man kann wesent-
lich mehr sagen als im Fall eines beliebigen kommutativen Rings. Wir beweisen zunichst
verschiedene Versionen des sogenannten Elementarteilersatzes und folgern daraus den
»Hauptsatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen«, der die Struktur solcher
Moduln sehr prizise beschreibt. Danach diskutieren wir, wie man diese Ergebnisse (fiir den
Hauptidealring K[X], K ein Kérper) anwenden kann, um Normalformen von Vektorraumen-
domorphismen zu studieren.

THEOREM 18.89 (Elementarteilersatz, Matrixversion). SeiA € My, .n(R). Dannexistierenr > 0,
a,...,ar € R\ {0} und invertierbare Matrizen S € GLp(R), T € GL,(R), so dass

diag(ay,...,a,) O
SAT = < 8 ; r) 0) € Muxn(R)
und
a, ’az ‘ | a
gilt.

Dabei ist r eindeutig bestimmt (als der Rang von A iiber dem Quotientenkérper von R), und ay, ..., a, sind
eindeutig bestimmt bis auf Assoziiertheit. Die Elemente a; heifien die Elementarteiler der Matrix A
(auch wenn sie nur bis auf Assoziiertheit bestimmt sind).

Wir verschieben den Beweis des Theorems auf Abschnitt 18.7.3 und leiten erst einige Folge-
rungen daraus ab. Das ndchste Theorem ist fast nur eine Umformulierung des vorherigen.
Wir sehen insbesondere, dass jeder Untermodul eines endlich erzeugten freien R-Moduls
selbst frei ist. Ohne die Voraussetzung, dass R ein Hauptidealring sei, gilt diese Aussage
nicht.
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THEOREM 18.90 (Elementarteilersatz, Untermodulversion). Sei M ein endlich erzeugter freier
R-Modul und sei M’ C M ein Untermodul.

Dann existieren eine Basis b, ..., by, von M, r > o und Elementea;, ..., a, € R,sodass a;by, ..., a,b, eine
Basis von M’ bilden und so dass

a1|a2‘...‘ar
gilt.

Dabei ist r eindeutig bestimmt, und a,, ..., a, sind eindeutig bestimmdt bis auf Assoziiertheit. Die Elemente
a; heifien die Elementarteiler des Untermoduls M von M.

BEWEIS. Weil M frei und endlich erzeugt ist, existiert ein Isomorphismus M = R™. Wir
benutzen diesen, um im folgenden M und R™ zu identifizieren.

Wir zeigen in Lemma 18.96 unten, dass M’ endlich erzeugt ist (und auch schon, dass M frei
ist). Es existieren daher n > o und ein R-Modul-Homomorphismus R" — R™(= M) mit
Bild M . Beziiglich der Standardbasen von R" und R™ kénnen wir diesen Homomorphismus
durch eine Matrix A € My, »(R) beschreiben.

Der Elementarteilersatz in der Form von Theorem 18.89 zeigt, dass invertierbare Matrizen
S € GLy(R)und T € GL,(R) und a; € R existieren, so dass SAT die in Theorem 18.89
angegebene Form hat und die g; die dort (und im hier zu beweisenden Theorem) angegebenen
Teilbarkeitsbeziehungen erfiillen.

Das Bild von SAT ist dann der Untermodul (a,ey, ..., ase,), und ist andererseits gleich SM'.
Wir setzen nun b; := S '¢;, i = 1,...,m, und erhalten so eine Basis by, ..., b, von R™ mit
M = (a;b,,...,a:b;).

Die Eindeutigkeitsaussage kann man aus der Eindeutigkeitsaussage in Theorem 18.91 folgern;
wir lassen die Details hier aus. O

THEOREM 18.91 (Hauptsatz tiber endlich erzeugte Modul iiber Hauptidealringen). Seien R
ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann existieren eindeutig bestimmte Zahlen
k,r > o und eindeutig bestimmte Ideale

R#a;D---Daq#0

von R, so dass

k
M=R" & R/a;
i=1

ist.

BEWEIS. Weil M endlich erzeugt ist, existiert ein surjektiver Homomorphismus f:R" —
M von R-Moduln. Der Kern M' := Ker(f) dieses Homomorphismus ist ein Untermodul des
endlich erzeugten freien R-Moduls R"” und wir kénnen den Elementarteilersatz in der Form
von Theorem 18.90 anwenden. Es existieren folglich eine Basis by, ...,b, von R",s > ound
a,...,as € Rmita; | a;,, furalle i, so dass a;b, ..., asbs eine Basis von Ker(f') ist. Es folgt damit

M= R"/Ker(f) = é R/(a;) ® R".

Ist a; eine Einheit von R, so ist R/(a;) = 0. Diese Summanden kdnnen wir in der obigen
Darstellung von M folglich genausogut weglassen. Insgesamt bekommen wir damit eine
Darstellung der gewiinschten Form.

Um die Eindeutigkeit zu beweisen, muss man noch ein bisschen mehr arbeiten. Wir ver-
schieben den Beweis auf Abschnitt 18.7.4. O
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Mit dem chinesischen Restsatz, Satz 18.36, konnen wir die Quotienten R/(a;) als direkte
Summen von Quotienten von R nach solchen Idealen zerlegen, die von der Potenz eines
Primelements erzeugt werden. Damit erhalten wir das folgende Korollar:

KOROLLAR 18.92. Seien R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann existieren
natiirliche Zahlenr, 1 > o, (nicht notwendig verschiedene) Primelemente m,, ..., 7 von R sowie natiirliche
Zahlenny, ..., n;, so dass

l
M=R" o P R/(x")
i=1

ist. Dabei sind r und | eindeutig bestimmt, und die Paare (m;, n;) sind eindeutig bestimmt bis auf die
Reihenfolge und die Ersetzung der jeweiligen Primelemente durch dazu assoziierte Elemente.

BEwEIs. Die Existenz dieser Zerlegung folgt, wie schon bemerkt, aus dem chinesischen
Restsatz. Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeitsaussage von Theorem 18.91. O

Speziell fiir den Fall R = Z erhalten wir die Klassifikation der endlich erzeugten abelschen
Gruppen (denn wie oben bemerkt, Beispiel 18.76, sind Z-Moduln »dasselbe« wie abelsche
Gruppen).

KOROLLAR 18.93 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen). Sei G eine endlich
erzeugte abelsche Gruppe.

(1) Esexistieren eindeutig bestimmte natiirliche Zahlenr,k > ounda,, ...,a, > 1mita; | a, | - - - | ag,
so dass

k
G=7"o @ z/a
i=1

ist.

(2) Es existieren natiirliche Zahlenr,l > o und (nicht notwendig verschiedene) Primzahlen py, ..., py und
natiirliche Zahlenn,, ..., n; > 1, so dass

!
G=2 o z/p
i=I
ist. Dabei sind r und | eindeutig bestimmt und die Paare (p;, n;) eindeutig bestimmt bis auf die Rei-
henfolge.
Die Gruppe G ist genau dann endlich, wennr = O ist.

KOROLLAR 18.94. Seib € R". Dann sind dquivalent:

(i) Die Eintrdge von b haben grifiten gemeinsamen Teiler 1.

(ii) Der Vektor b kann zu einer Basis von R" ergdnzt werden.

BEwEIs. Fiir die Implikation (i) = (ii) wende den Elementarteilersatz auf den Unter-
modul (b) C R" an. Die andere Implikation ist einfach. O

18.7.3. Beweis des Elementarteilersatzes. Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen.

LEMMA 18.95. Sei R ein Hauptidealring und sei ./ eine nicht-leere Menge von Idealen von R. Dann
existiert ein Element a € ./, das unter allen Idealen in .# maximal beziiglich der Inklusion ist.



18.7. ENDLICH ERZEUGTE MODULN UBER HAUPTIDEALRINGEN * 119

BEWEIs. Man kann dieses Lemma formal (mit Hilfe des Lemmas von Zorn) aus Lem-
ma 15.46 folgern. Die Aussage gilt in jedem noetherschen Ring. Andererseits ist jeder Ring,
in dem diese Aussage gilt, noethersch, denn eine aufsteigende Kette von Idealen, die ein
maximales Element enthilt, ist stationir.

Im Fall von Hauptidealringen ist es aber auch leicht, die Aussage direkt (ohne das Zornsche
Lemma) zu beweisen. Sei .# gegeben, und sei (a) € .#. Die Ideale in R, die (a) enthalten,
sind genau die Ideale, die von Teilern von a erzeugt werden. Da a nur endlich viele Teiler hat,
gibt es nur endlich viele solche Ideale in R, insbesondere also nur endlich viele Elemente von
A, die das Ideal (a) enthalten. Es ist klar, dass diese endliche partiell geordnete Menge ein
maximales Element enthilt, und dies ist gleichzeitig ein maximales Elementvon.#Z. [

Sei R ein Hauptidealring. Ein Untermodul I C R ist nichts anderes als ein Ideal, also ein
Hauptideal I = (a).IstI # 0, so ist die Abbildung R — I, x — xa, ein R-Modul-Isomor-
phismus. Jeder Untermodul von R ist also frei. Diese Tatsache konnen wir folgendermafien
verallgemeinern.

LEMMA 18.96. Seien R ein Hauptidealring und M ein freier R-Modul. Dann ist jeder Untermodul
N C M ebenfalls frei und endlich erzeugt.

BEWEIS. Wir fithren Induktion nach m := rg(M). Hat M Rang 0, so ist M = o und es
ist nichts zu zeigen. Seinun M # o und sei by, ..., by, eine Basis von M. Sei p:M — R die
Projektion auf die m-te Koordinate beziiglich dieser Basis, d.h. p (3" a;b;) = a,. Wir setzen

N/:Nﬂ<bl,...,bm71> :Ker(p‘N)a N//:p(N)

Nach Induktionsvoraussetzung ist N" als Untermodul des freien R-Moduls (b;, ..., b,,_;) vom
Rang m — I ein freier endlich erzeugter R-Modul. Ebenso ist N” ein freier R-Modul, denn
es handelt sich um einen Untermodul von R, also um ein Hauptideal. Es geniigt daher, die
folgende Behauptung zu zeigen:

Behauptung. Die R-Moduln Nund N’ @ N” sind isomorph.

Begriindung. Wenn N = oist, dann gilt N C ker(p), also N = N und die Sache ist klar. An-
dernfallsist N freivom Rang1;seia € N eine Basis. Wir erhalten einen Homomorphismus
s:N" — N, s(xa) = xby, (fiirx € R), fiirdenp o s = idy- gilt.

Wir geben nun zueinander inverse Homomorphismen zwischen Nund N & N an. Und
zwar definieren wir

N—=N@a@N', n— (n—s(pn),pn),
und
NeN =N, (n,n)—n+s@n").
Esist klar, dass diese Abbildungen linear sind, und man rechnet direkt nach, dass sie zuein-
ander invers sind. (Il

BEWEIS DER EINDEUTIGKEITSAUSSAGE VON THEOREM 18.89. Esistklar, dassr der
Rang der Matrix A (verstanden als Matrix mit Eintragen im Quotientenkdrper Quot(R) von
R) ist, denn dieser Rang verdndert sich nicht bei Multiplikation mit Matrizen in GL(R) C
GL(Quot(R)).

Wir kénnen aufierdem die Produktea; - - - - - a; folgendermafien in Termen der Matrix A
charakterisieren. Daraus folgt, dass diese Produkte -- und damit auch die a; selbst -- durch A
eindeutig bis auf Assoziiertheit bestimmt sind. Dazu verwenden wir die folgende Sprech-
weise: Ein i-Minor von A ist die Determinante einer (i x i)-Matrix, die aus A durch Weglassen
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von m — i Zeilen und n — i Spalten entsteht. Die 1-Minoren sind gerade die Eintrége von A.
Seim;(A) C R dasvon allen i-Minoren von A erzeugte Ideal.

Behauptung. Seien S, T und ay, ..., a, wie in Theorem 18.89 Dann ist das Produkta; - - - - - a;
(i =1,...,r)ein Erzeuger des Ideals m;(A), mit anderen Worten ein gréfiter gemeinsamer
Teiler aller i-Minoren von A.

Begriindung. Es ist klar, dass die Aussage fiir die Matrix SAT gilt. Es geniigt daher zu zeigen,
dass fiir alle A € Mp,«»(R) und alle invertierbaren Matrizen B € GL,,(R), C € GL,(R) gilt:

m;(BAC) = m;(A).

Weil A = B7'(BAC)C ™" gilt, geniigt es aus Symmetriegriinden, die Inklusion m;(BAC) C
m;(A) zu zeigen.

Fiiri = 1ist das klar. Fiiri > 11dsst sich die Aussage auch einigermafien leicht »nachrech-
nen«, indem man die Multilinearitidt der Determinante in Zeilen und Spalten ausnutzt. Fiir
ein systematischeres Argument kann man die gegebenen Matrizen iiber dem Quotienten-
korper von R betrachten und die Theorie der dufieren Potenzen benutzen (oder diese Theorie
auf den Fall von freien R-Moduln iibertragen). Betrachten wir A, B, C als Darstellungsmatri-
zen von linearen Abbildungen beziiglich der jeweiligen Standardbasen, und betrachen wir
auf A\’ Quot(R)™ und A\’ Quot(R)" die Basen, die wir mit Satz 18.70 aus den Standardbasen
erhalten, so sind die Eintrige der Darstellungsmatrizen der Abbildungen A\' A, \'B, \' C
gerade die i-Minoren der Matrizen A, B, C. Aus der Vertriglichkeit der dufieren Potenz von
Abbildungen mit der Verkettung von Abbildungen folgt

/\iB . /\iA . /\iC:/\i(BAC),

und zwar sowohl im Sinne von Abbildungen (also mit o anstelle von -) als auch im Sinne
von Matrizen. Damit haben wir die Aussage m;(BAC) C m;(A) fiir allgemeines i auf den Fall
i = I zuriickgefiihrt. g

Wir erkldren fiir die Existenzaussage jetzt zuerst einen Beweis speziell fiir euklidische
Ringe. Ist R euklidisch, dann ist der Beweis des Theorems einfacher und man kann ein
explizites Verfahren angeben, wie man die Zahlen a; bestimmt. Da der Polynomring in einer
Unbestimmten iiber einem Korper euklidisch ist, ist dieser Fall fiir die Normalformentheorie
fiir Endomorphismen von endlichdimensionalen Vektorrdumen, wie sie in Abschnitt 18.7.5
und den folgenden Abschnitten entwickelt wird, ausreichend. Sie konnen diesen Beweis
aber auch iiberspringen; der Beweis fiir allgemeine Hauptidealringe ist davon unabhingig.

BEWEIS DER EXISTENZAUSSAGE VON THEOREM 18.89 FUR EUKLIDISCHE RINGE. Wir
bezeichnen mit 6 eine Gradfunktion des euklidischen Rings R.

Ist A = (a;);j die Nullmatrix, so ist nichts zu tun, wir nehmen daher A # o an. Wir schreiben
dann
A(A) := min{é(a;); aj #0,i=1,....m, j=1,...,n}.

A

fiir eine Matrix A" € M(m—1)x (n—1)(R) bringen, deren Eintrége alle von d geteilt werden. Alle
Schritte entsprechen der Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links und/oder
rechts. Jedes Mal, wenn man zu einem vorherigen Schritt zuriickspringt, verringert sich die
natiirliche Zahl A(A). Das kann daher nur endlich oft geschehen; es ist also sichergestellt,
dass der Algorithmus irgendwann abbricht. Ist A" die Nullmatrix, so sind wir fertig. Ansons-
ten kann man induktiv fortfahren und A" nach demselben Verfahren umformen. Die erste
Zeile und erste Spalte werden dadurch nicht mehr veréndert.

Und zwar kann man in den folgenden Schritten die gegebene Matrix A auf die Form <g o/>

Es sind die folgenden Schritte durchzufiihren:
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(1) Nach geeigneten Zeilen- und Spaltenvertauschungen konnen wir A(A) = 6(a;;) anneh-
men. Wir bringen also einen Eintrag mit minimalen Grad nach oben links.

(2) Wenn die Eintrdge der ersten Zeile in den Spalten 2 bis n durch ay, teilbar sind, konnen
wir sie durch Addition geeigneter Vielfacher der ersten Spalte auf Null bringen. Gibt
es einen Eintrag, der nicht durch ay, teilbar ist, so konnen wir unter Ausnutzung der
Division mit Rest durch Addition eines geeigneten Vielfachen der ersten Spalte zu dieser
Spalte einen Eintrag a produzieren, fiir den 6(a) < é(ay;) gilt. In diesem Fall springe
zuriick zu Schritt (1). Nach endlich vielen Schritten erreichen wir so, dass die Eintrage
der ersten Zeile in den Spalten > 1 gleich Null sind.

Danach verfahren wir analog, um auch die Eintrége der ersten Spalte in den Zeilen 2
bis m auf Null zu bringen. (Analog wie vorher springen wir gegebenenfalls wieder zu
Schritt (1) zuriick und beginnen, falls n6tig, wieder damit, die neu entstandenen Eintrage
in Zeile 1 und Spalten > 1 auf Null zu bringen.)

(3) Nach Abschluss von Schritt (2) haben wir die gegebene Matrix auf die Form A, =

f :) gebracht, allerdings sind nicht unbedingt alle Eintrige von A" durch ay, teilbar.
Ist das der Fall, so sind wir schon fertig. Andernfalls konnen wir durch Addition einer
geeigneten Zeile zur ersten Zeile einen Eintrag in die erste Zeile bringen, der nicht durch
ay; teilbar ist und dann dhnlich wie vorher durch eine geeignete Spaltenumformung
einen Eintrag a mit §(a) < A(A,) produzieren. Danach springen wir wieder zu Schritt (1).

]

BEWEIS VON THEOREM 18.89. Wir wissen bereits aus dem Beweis der Eindeutigkeits-
aussage, dass der erste Elementarteiler a; ein grofiter gemeinsamer Teiler aller Eintrége der
Matrix A sein muss. Ist u die erste Zeile der gesuchten Matrix S und b die erste Spalte von
T, so muss uAb = d gelten, und im ersten Teil des Beweises werden wir Vektoren u und b
mit diesen Eigenschaften konstruieren. Wir konnen die zu findenden Matrizen Sund T als
Basiswechselmatrizen betrachten; wir benutzen diese Interpretation und zeigen im zweiten
Teil des Beweises, dass b zu einer Basis von R" fortgesetzt werden kann, und dass eine inver-
tierbare Matrix S mit erster Zeile u existiert, so dass die Abbildung x — Ax beziiglich der
entsprechenden Basen durch eine Matrix der angegebenen einfachen Form dargestellt wird.

Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = o ist nichts zu zeigen. (Und das geniigt als Induktions-
anfang. Aber auch fiir n = 1ist der Beweis nicht schwierig.) Seien nunm,n > 1.

Sei a dasvon den Eintrdgen der Matrix A erzeugte Ideal in R. Dies ist ein Hauptideal, und ein
Element a € R ist genau dann ein Erzeuger von a, wenn a ein gréfiter gemeinsamer Teiler
der Eintrége von A ist.

Wir bezeichnen fiirv € M, (R) (in diesem Beweis) das von den Eintrdgen von vA € M;,,(R)
erzeugte Ideal in R mit (vA). Seiu € M, (R) so gewihlt, dass das Ideal (uA) unter allen
Idealen der Form (vA) (beziiglich der Inklusion) maximal ist, siehe Lemma 18.95.

Seid € R ein Erzeuger des Ideals (uA). Wir konnen dann d = uAb fiir ein b € R" schreiben.
Behauptung. Es gilt (d) = a.
Begriindung. Es ist klar, dass d = uAbin aliegt. Um die andere Inklusion zu zeigen, beobachten
wir zuerst, dass wegen der Maximalitét von (uA) fiir allev € R™ und ¢ € R" gilt:

vAc € (vA) C (uA) = (d).
Nun bezeichnen wir mit e bzw. e]'.l die Standardbasisvektoren in R™ bzw. R" (miti =1, ...,m
bzw.j = 1,...,n). Aus der obigen Uberlegung erhalten wir (mitv = e/ und ¢ = ¢), dass
aj = e;"Ae; € (d) gilt. Insgesamt folgt a C (d) und damit die Gleichheit.
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AusvAc € (d) fiirv =€[",i = 1,...,m,und ¢ = berhalten wir, dass alle Eintrage des Vektors Ab
Vielfache von d sind. Wir konnen also Ab = de, e € R", schreiben. Es ist dann ue = 1. Analog
folgt, dass uA ein Vielfaches von d ist, wir schreiben uA = df, f € M;x,(R) mit fb = 1.

Wir konnen Elemente aus M, (R) als lineare Abbildungen R™ — R auffassen. Istv €
M;xm(R) und x € R™ mit vx = 1, so gilt R™ = Ker(v) & (x). (Es ist klar, dass Ker(v) N (x) = o
ist; auerdem gilt w = (w — (vw)x) + (vw)x € Ker(v) + (x) fiir alle w € R™.) Uberdies ist
Ker(v) nach Lemma 18.96 ein endlich erzeugter freier R-Modul.

Diese Uberlegung wenden wir wie folgt an: Wir erginzen e durch Vektoren aus Ker(u) zu
einer Basis von R™, die wir als die Spalten einer Matrix S € GL,,(R) schreiben. Sei S = (§') .
(Dann ist die erste Zeile von S gerade der Zeilenvektor u.) Ferner ergdnzen wir b durch
Vektoren aus Ker(uA) = Ker(f) zu einer Basis von R", die wir als die Spalten einer Matrix

T € GLy(R) schreiben. Dann ist
d o
SAT = (O A,>

mitA € M(m—1)x (n—1)(R). Wir setzen a; := d.

Nach Induktionsvoraussetzung konnen wir den Block rechts unten durch Multiplikation
mit geeigneten Matrizen von links und rechts auf die gewiinschte Form bringen. Aus der
oben gezeigten Gleichheit (d) = a folgt, dass alle Eintrige von A" durch d teilbar sind. Daraus
folgt die Teilbarkeitsbeziehung zwischen den Elementarteilern. O

18.7.4. Die Eindeutigkeitsaussage in Theorem 18.91. Sei R ein Hauptidealring. Wir
betrachten die Situation von Theorem 18.91 und iibernehmen die Notationen von dort.

Wir beginnen damit, die Eindeutigkeit der Zahl r zu begriinden. Diese Zahl misst den »freien
Anteil« des Moduls M, und wir wollen Satz 18.86 iiber den Rang eines freien Moduls anwen-
den. Dazu miissen wir sozusagen den restlichen Teil »loswerden«. Wir treffen die folgende
Definition.

DEFINITION 18.97. Sei M ein R-Modul. Dann heif$t der Untermodul
{m € M; esexistierta € R\ {0} mitam =0} C M
der Torsionsuntermodul von M.

Wir sagen, der R-Modul M sei torsionsfrei, wenn sein Torsionsuntermodul nur aus dem Null-
element besteht. B

Man priift unmittelbar nach, dass es sich beim Torsionsuntermodul tatsdchlich um einen
Untermodul von M handelt. Ist M ein R-Modul und T sein Torsionsuntermodul, so ist der
Quotient M/T torsionsfrei. Jeder freie R-Modul ist auch torsionsfrei. Aus der Existenzaus-
sage von Theorem 18.91 folgt:

KOROLLAR 18.98. Sei M ein endlich erzeugter torsionsfreier Modul iiber dem Hauptidealring R. Dann
ist M frei.

BEWEIS. Ist
k
M=R" & R/a;
i=1

eine Zerlegung wie im Hauptsatz, so ist @le R/a; der Torsionsmodul der rechten Seite, also
isomorph zum Torsionsuntermodul von M. Dass M torsionsfrei ist, bedeutet, dass dieser
Summand verschwindet, es ist also M = R" frei. O
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BEISPIEL 18.99. Der Z-Modul Q ist torsionsfrei, aber nicht frei (allerdings eben auch nicht
endlich erzeugt). O

Es folgt nun, dass die Zahl r in der Zerlegung von Theorem 18.91 eindeutig bestimmt ist als
der Rang des freien Moduls, den wir als Quotient von M nach seinem Torsionsuntermodul
erhalten.

Um die Eindeutigkeit der Zahlen kund a;,i =1, ..., k(mita; | - - - | a;) in der obigen Zerlegung
zu zeigen, konnen wir zum Torsionsuntermodul von M iibergehen und daher annehmen,
dass r = oist. Es geniigt daher, den folgenden Satz zu beweisen:

SATZ 18.100. Sei R ein Hauptidealring und seienk,l1 > o, a,, ...,a, by, ...,.by € R\ (R* U {0}), so

dass
k !

M := P R/(a;) =P R/(b)

i=I i=I
undag | --- | ayundb; | --- | by

Dann giltk = lund (a;) = (b;) fiir alle i, d.h. a; und b; sind zueinander assoziiert.

Die Nummerierung ist hier entgegengesetzt zu der Nummerierung im Elementarteilersatz
(hier wird a;, | a; vorausgesetzt). Das spielt natiirlich fiir das Ergebnis keine Rolle, ist aber
angenehmer im Beweis, weil wir den Vergleich der Elemente a; und b; mit dem Element
beginnen wollen, das von allen anderen geteilt wird und nicht voraussetzen wollen, dass die
Zahlen k und [ gleich sind.

Der Beweis beruht wesentlich auf dem Begriff der Linge eines Moduls, den wir zunéchst
definieren und dann ein bisschen diskutieren.

DEFINITION 18.101. Seien R ein Ring und M ein R-Modul.

(1) Eine Kette von Untermoduln der Lingel € N in M ist eine Kette
NoCN G- SN,
von echten Inklusionen von Untermoduln von M.

(2) Unter der Linge 1g, (M) von M verstehen wir das Supremum (in N U {oco}) aller Lingen
von Ketten von Untermoduln in M, also die Linge einer solchen Kette maximaler Lange,
oder oo, wenn es Ketten beliebiger Lange gibt.

_|

BEISPIEL 18.102. (1) Ist M ein R-Modul, so gilt M = 0 genau dann, wenn Ig, (M) = o/ist,
denn fiir M # o hat man wenigstens die Kette 0 C M von Untermoduln von M.

(2) Sei K ein Kérper und V ein K-Vektorraum. Ist V endlichdimensional, so ist 1g, (V) =
dim(V). Andernfalls ist die Linge von V als K-Vektorraum = oc. In diesem Sinne ist die
Lange eine (von mehreren moglichen ...) Verallgemeinerung des Dimensionsbegriffs
auf den Fall von Moduln iiber einem Ring. Uns wird sie hier von Nutzen sein, allerdings
»funktioniert« der Begriff nicht fiir alle Moduln iiber Ringen gleichermafien gut, wie
der nichste Punkt zeigt.

(3) Fir den Z-Modul Z gilt 1g,(Z) = oc.

SATZ 18.103. Seien R ein Ring, M ein R-Modul und N C M ein Untermodul. Dann gilt

Igp(M) = lgg(N) + 1g(M/N)
(wobei die Addition in dem Fall, dass oo auftritt, in der offensichtlichen Weise zu verstehen ist).
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BEWEIs. Seim:M — M/N die kanonische Projektion.

Die Abschidtzung > ist nicht so schwierig: Ist No C - - C N; eine Kette in N und Mo C--C
M; eine Kette in M /N, so zeigt man, dass

NoG-- GN Ca'(Mo) & --- &' (M)

gne Kette in M ist. In der Mitte kann Gleichheit herrschen, nidmlich, wenn N, = N und
M, = oist. Dieser + s + 2 Untermoduln von M bilden aber eine Kette der Linge mindestens
r+s.

Nun zeigen wir, dass auch < gilt. Sei dazu
Mo C - C M
eine Kette von Untermoduln in M. Wir erhalten »Ketten«
MoNNC---CMNN

in N und
(M) C --- C (M)

in M/N , wobei hier aber nicht notwendig strikte Inklusionen vorliegen. Um zu zeigen, dass
1gp (M) < 1gp(N)+l1gg(M/N) gilt, geniigt es nun zu zeigen, dass jede der strikten Inklusionen
M; C M;, jedenfalls entweder in der ersten oder in der zweiten dieser beiden Ketten eine
strikte Inklusion liefert. Denn dann erhalten wir zusammengenommen (mindestens)[strikte
Inklusionen und daraus die gewiinschte Abschitzung. Wir kénnen also den Beweis durch
den Beweis der folgenden Behauptung abschlief3en.

Behauptung. Sind M, C M, Untermoduln von M mit M; NN = M, N Nund 7(M;) = 7(M,),
so gilt M, = M,.

Begriindung. Seim € M,. Dann ist 7(m) € n(M,) = n(M,), etwam = w(m,), m; € M;. Wir
haben dannm —m; € N.Wegen M; C M, giltsogarm —m; € M, "N = M; NN C M,. Daraus
folgt m € M;. Also gilt M, C M, und damit die Gleichheit. O

KOROLLAR 18.104. Sei R ein Ring.

(1) Sind M und M" Moduln iiber R, so gilt1g,(M @& M) = 1g,(M) + Ig,(M').
(2) Ist R ein Hauptidealring und sind 1y, ..., 7, € R Primelemente, so gilt1g,(R/(m;---m,)) =7

BEWEIS. zu (1). Dies folgt aus dem Satz, weil wir M als Untermodul von M & M’ sehen
kénnen und dann (M &M') /M =M gilt.

zu (2). Wir fithren Induktion nach r. Fiir r = o ist nichts zu zeigen (wir verstehen dann
7y - - - 7y als leeres Produkt mit dem Wert 1 € R). Sei nun r = 1. Wir betrachten dann ein
Primelement 7 € R und wollen zeigen, dass der Quotient R/(7) keine R-Untermoduln
aufler o und dem ganzen Modul hat. Sei p:R — R/(m) die kanonische Projektion. Wire
0 # N C R/(m) ein Untermodul, so wire p~'(N) ein Untermodul (also ein Ideal) von R, der
das Ideal () echt enthilt und echt in R enthalten ist. Das ist aber nicht méglich, weil 7 prim
und damit insbesondere irreduzibel ist.

Seinunr > 1und seien 7y, ..., T, € R Primelemente. Die kanonische Projektion R — R/(7,)
induziert eine Surjektion R/(m; - - - ) — R/(m,), deren Kern isomorph ist zum Quotienten
R/(my---m—).(Firx € R/(m; - - - m,—,) ist mx im Kern und das induziert den gewiinschten
Isomorphismus.) Damit folgt die Aussage aus dem Fall r = 1 und Satz 18.103. O
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BEWEIS VON SATZ 18.100. Wir zeigen zuerst, dass (a;) = (b;) firallei = 1, ..., min(k, 1)
gilt. Wire das nicht der Fall, dann sei j der kleinste Index mit (a;) # (b;).

Wir schreiben, wenn a € R und M irgendein R-Modul ist, aM = {am; m € M}. Dies ist ein
Untermodul von M, ndmlich das Bild des Homomorphismus M — M, m — am. Es gilt dann

j—I j—I 1
aM =P R/(a;) = P R/(a) ® P a; R/(b;)
i=I i=I i=j
Es folgt lgR(er-:j aj R/(b;)) = ound damit @:’:j aj R/(b;) = o,d.h.b; | a; fiiri =, ...,lund
insbesondere b; | a;. Aus der analogen Betrachtung fiir b;M folgt aber a; | b;, so dass wir
(a;) = (bj) im Widerspruch zur Definition von j erhalten.

Es bleibt noch zu zeigen, dass k = [ gilt. Sei ohne Einschriankung k < [ (andernfalls vertau-
schen wir die Rollen der a; und b; im folgenden Argument). Dann ist

k 1 k 1
Ig (@ R/(a») = Igg (@ R/(bo) = Igg (@ R/(a») + gy ( D R/(b») ,

i=I i=k+1

also lgg (@Lkﬂ R/(b,-)) = o und damit EBf.:kH R/(b;) = o,was nurim Falll < k(also
wenn die direkte Summe leere Indexmenge hat) moglich ist. O

Literaturverweise zum Elementarteilersatz:

In[Bo] 6.3--6.5 wird die Theorie aus dem Blick (und nur mit den Vorkenntnissen) der
Vorlesung Lineare Algebra behandelt. Eine etwas straffere Darstellung finden Sie in
[Bo-A] 2.9 und in den Biichern

J. C.Jantzen, ]. Schwermer, Algebra, 2. Aufl., Springer Spektrum 2014,
https://doi.org/10.1007/978-3-642-40533-4
Abschnitt VIL.8.

P. Samuel, Algebraic Theory of Numbers, Dover Books on Math., 2008 (oder das franzé-
sische Original Théorie algébrique des nombres, Hermann 1967).
Abschnitt 1.5

18.7.5. Vektorriume mit Endomorphismen als K[X]-Moduln. Wir wollen nun die
Ergebnisse der vorherigen Abschnitte, insbesondere den Hauptsatz liber endlich erzeugte
Moduln iiber Hauptidealringen, benutzen, um einen neuen Zugang zur Normalformen-
theorie fiir Endomorphismen von endlichdimensionalen Vektorrdaumen zu erldutern und
insbesondere einen neuen Beweis fiir den Satz {iber die Jordansche Normalform zu geben.

Sei K ein Korper und sei R = K|[X]. Wie wir wissen, ist R ein Hauptidealring. Unser An-
satz beruht auf der Interpretation von K[X]-Moduln als K-Vektorrdume zusammen mit
einem Endomorphismus wie in Beispiel 18.76 (3). Im folgenden schreiben wir oft M fiir
einen K[X]-Modul und V, f fiir den zugehdrigen Vektorraum und Endomorphismus. Als
additive Gruppen stimmen M und V also iiberein, und die Multiplikation mit X auf M ist
der Endomorphismus f von V.

Wirwollen als ndchstes die Beziehung zwischen einigen Begriffen »auf der Vektorraumseite«
bzw. »auf der Modulseite« untersuchen.

LEMMA 18.105. Sei V ein K-Vektorraum mit einem Endomorphismus f und sei M der zugehorige
K[X]-Modul. Dann gilt:

(1) IstV endlichdimensional, so ist M endlich erzeugt.
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(2) Sei M endlich erzeugt und
k
M=KX]" ® D K[X]/(a)
i=I

ein Isomorphismus wie in Theorem 18.91, a; # O fiir alle i. Es ist V genau dann endlichdimensional
als K-Vektorraum, wennr = o gilt.

BEwEIs. Teil (1) ist klar, weil jedes Erzeugendensystem von V als K-Vektorraum erst
recht ein Erzeugendensystem von M als K[X]-Modul ist. Teil (2) folgt daraus, dass K[X] als
K-Vektorraum nicht endlichdimensional ist, aber der Quotient K[X]/(p) fiir jedes Polynom
p # o endlichdimensional von Dimension deg(p) ist, denn die Restklassen der Elemente
1, X, ..., X%8(P) I pilden eine Basis. O

In der Modulsprache haben wir die folgende einfache Interpretation des Begriffs des zykli-
schen Unterraums.

LEMMA 18.106. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einem Endomorphismus f und sei
M der zugehérige K[X|-Modul. Dann sind dquivalent:

(i) Der Vektorraum V ist f-zyklisch.
(ii) Esexistiertein Polynom m € K[X| mit M = K[X]/(n).

(iii) Es existiert m € M mit (m)g(x) = M, d-h. M ldsst sich als K[X]|-Modul von einem einzigen Element
erzeugen.

In diesem Fall ist das in (ii) auftretende Polynom rt assoziiert zu minpol, = charpol,.

BEWEIS. (i) = (ii). Sei V zyklisch, etwa V = (v,f(v),f?*(v), ... ). Dann ist die Abbildung
K[X] — V,p — p(f)(v), ein surjektiver K[X]-Modul-Homomorphismus. Aus dem Homomor-
phiesatz (und weil K[X] ein Hauptidealring ist) folgt die Behauptung. Genauer sehen wir,
dass der Kern dieses Homomorphismus genau das von minpol, erzeugte Ideal ist. Daraus
folgt der Zusatz am Ende des Lemmas (siehe auch Korollar 16.24).

(ii) = (iii). Der K[X]-Modul K[X]/(m) wird erzeugt von der Restklasse von X.

(iii) = (i). Wenn M als K[X]-Modul von m erzeugt wird, dann wird M = V als K-Vektorraum
von m,Xm = f(m),X*m = f?*(m), ... erzeugt. O

18.7.6. Der Satz iiber die rationale Normalform. Sei V ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum mit einem Endomorphismus f und sei M der zugehorige K[X]-Modul. Aus
Korollar 18.92 erhalten wir mit Lemma 18.105 einen Isomorphismus

1
M= @ K[X]/(n)

mit irreduziblen Polynomen m, ..., m und positiven natiirlichen Zahlen n;.

Die direkten Summanden K[X]/(7") in dieser Zerlegung sind K [X]-Untermoduln, mit an-
deren Worten also f-invariante Untervektorraume. Wir sehen an dieser Stelle (mit Lem-
ma 18.106) schon, dass V sich als direkte Summe von f-zyklischen Untervektorrdumen
schreiben ldsst. Um eine darstellende Matrix fiir f von moglichst einfacher Form zu finden,
betrachten wir die Summanden in der obigen Zerlegung einzeln. Die Elemente 1, ..., X4e8()—1
bilden eine Basis von K[X]/(p) und man rechnet unmittelbar die folgende Aussage nach:

LEMMA 18.107. Seip € K[X] normiert. Die darstellende Matrix der Multiplikation mit X auf dem
K-Vektorraum K[X]/(p) beziiglich der Basis 1, X, ..., X9°8(P)~1 ist die Begleitmatrix des Polynoms p.



18.7. ENDLICH ERZEUGTE MODULN UBER HAUPTIDEALRINGEN * 127

Zusammen mit der Eindeutigkeitsaussage von Korollar 18.92 erhalten wir so einen Beweis
des Satzes {iber die rationale Normalform.

THEOREM 18.108 (Rationale Normalform). Seien K ein Kérper und V ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Seif € Endg(V), und sei

N
charpol, = H "
1=I
die Zerlegung in ein Produkt normierter irreduzibler Polynome (m; € K[X] paarweise verschieden). Dann
existieren fiir jedes i € {1, ..., s} natiirliche Zahlenr;y > r;, > --- mit Zj r;j = n; und eine Basis %
von 'V, so dass
M7(f) = diag(A, ..., A,)

eine Diagonal-Blockmatrix ist, und fiir jedes i die Matrix A; € My, N; := n; deg m;, selbst eine Diagonal-
Blockmatrix ist, die zusammengesetzt ist aus den Begleitmatrizen der Polynome ﬂir o ﬂir “..... Dabei sind
die ; als die normierten irreduziblen Teiler von charpol, bis aufihre Reihenfolge eindeutig und die Zahlen
r;; eindeutig bestimmt.

Fiir alle i ist r; ein Teiler von minpoly, und ﬂir “! ist die maximale Potenz von ;, die minpol, teilt.

BEWEIS. Wir fassen die irreduziblen Polynome in der obigen Zerlegung so zusammen,
dass wir eine Liste von paarweise verschiedenen Polynomen erhalten und sortieren die
auftretenden Exponenten der Grofie nach. Es sind dann nur noch die Aussagen iiber das
charakteristische Polynom und das Minimalpolynom zu beweisen, und diese folgen aus
Lemma 18.106, wenn man noch beachtet, wie man das charakteristische Polynom und das
Minimalpolynom einer Blockdiagonalmatrix aus den charakteristischen Polynomen und
Minimalpolynomen der einzelnen Blocke berechnet. O

18.7.7. Ein neuer Beweis des Satzes iiber die Jordansche Normalform. Sei V ein
endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einem Endomorphismus f und sei M der zugeho-
rige K[X]-Modul. Wie im vorherigen Abschnitt wenden wir Korollar 18.92 an und erhalten
einen Isomorphismus

l
ME@ K[X]/ (=)

mit irreduziblen Polynomen n;, ..., m;, von denen wir auch voraussetzen wollen, dass sie
normiert sind, und positiven natiirlichen Zahlen n;. Wir haben oben gesehen, dass dann

I
charpol, = Hnl.""
i=I
gilt. Der Endomorphismus f ist demnach trigonalisierbar genau dann, wenn alle 7; linear
sind, etwa m; = X — A;. Das folgende Lemma zeigt, dass beziiglich einer geeigneten Basis die
Einschrinkung von f auf einen der invarianten Unterrdume K|[X]/((X — A;)") durch einen
Jordanblock der Grofie n; zum Eigenwert A; dargestellt werden kann.

LEMMA 18.109. Die darstellende Matrix der Multiplikation mit X auf K[X]/((X — A)") beziiglich der
Vektorraumbasis (X — A)" ', (X — A)" 2, ..., (X — A), List der Jordanblock ], .

BEwEIs. Das folgt aus der Gleichheit X(X — 1)) = (X — 1)1 + A(X — A)'. O

Insgesamt erhalten wir so einen neuen Beweis des Satzes iiber die Jordansche Normalform
(Theorem 17.5).
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18.8. Erginzungen *

18.8.1. Kategorien. Der Begriff der Kategorie ist ein abstrakter Rahmen, um Begriffe
wie den des Quotienten eines »Objekts« nach einem »(geeigneten) Unterobjekt«, den wir fiir
Vektorraume, Gruppen und Ringe kennengelernt haben, in eine allgemeine Definition zu
fassen, die dann auf verschiedene konkrete Situationen angewandt werden kann.

Die Grundidee in der Definition von Kategorien ist, dass fiir jede Art von »Objekten« auch
definiert werden sollte, was die »Abbildungen« sind, die die »Struktur« dieser Objekte er-
halten. Diese Sichtweise haben wir auch in der Linearen Algebra von Anfang an verfolgt:
Zwischen Vektorraumen betrachten wir lineare Abbildungen (Vektorraumhomomorphis-
men), zwischen Gruppen betrachten wir Gruppenhomomorphismen, usw. In der folgenden
Definition wird aber gar nicht verlangt, dass die Elemente der Mengen Hom¢ (X, Y) wirklich
Abbildungen zwischen Mengen (mit zusatzlicher Struktur) sind. Es geniigt, dass sie sich in
dem Sinne wie Abbildungen verhalten, dass eine Verkettung definiert ist, die assoziativ ist
und fiir die ein neutrales Element existiert.

DEFINITION 18.110. Eine Kategorie C ist gegeben durch

(a) Eine Klasse Ob(C) von Objekten,
(b) fiir je zwei Objekte X, Y € Ob(C) eine Klasse Hom¢ (X, Y) von Morphismen von X nach Y,
(c) fiir je drei Objekte X, Y,Z € Ob(C) eine Verkettungsabbildung

OZHOI’DC(X, Y) XHOmc(Y,Z) —>H0mc(X,Z), (fag)'_}gofa
so dass gilt:

(a) Wir nehmen an, dass (wie bei gewdhnlichen Abbildungen) durch einen Morphismus f
sein Definitionsbereich und Ziel festgelegt sind, dass also Hom¢ (X, Y) NHom¢ (X', Y') =
() ist, wenn nicht X = X und Y = Y’ gilt.

(b) Seien U,X,Y,Z € Ob(C) und seien Morphismen f € Hom¢(U,X),g € Hom¢(X,Y),
h € Hom¢ (Y, Z) gegeben, Dann gilt

ho(gof)=(hog)of.
(c) Fiir alle X existiert ein Element idy € Hom¢ (X, X), so dass
idyof =f, goidy =g,
fir alle f € Hom¢(Y,X),g € Hom¢ (X, Y).

Es ist leicht zu sehen, dass das Element idy durch die obige Eigenschaft eindeutig bestimmt
ist. Bedingung (a) an die Disjunktheit der Hom-Klassen wird oft in der Definition einer
Kategorie nicht explizit aufgefiihrt (und ist technisch gesehen auch verzichtbar), entspricht
aber der Vorstellung von Morphismen als Abbildungen.

Wir schreiben statt f € Hom¢ (X, Y) oft f:X — Y und stellen uns f als eine »Abbildung« von
X nach Y im gegebenen Kontext vor. Dementsprechend nennen wir X auf den Definitions-
bereich oder Start oder die Quelle von f und Y das Ziel (oder manchmal den Wertebereich) von
f.Man beachte aber, dass der Formalismus der Kategorien so allgemein gehalten ist, dass
die Objekte einer Kategorie nicht unbedingt »Mengen mit Zusatzstrukturen (zum Beispiel
Verkniipfungen)« sein miissen, und dementsprechend die Morphismen einer Kategorie

nicht unbedingt Abbildungen sein miissen (oder sein konnten, je nachdem, was die Objekte
sind).
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Weil der Kategorienbegriff so allgemein und abstrakt ist, 1dsst er sich auf eine Vielzahl von
Situationen anwenden, auch auf solche, wo man das zunichst nicht erwarten wiirde. Ein
einfaches Beispiel ist Beispiel 18.111 (6). Resultate, die fiir jede Kategorie gelten, miissen
daher auf ganz allgemeinen Argumenten basieren, die Beweise sind »sehr formal«. Daher
wird die Kategorientheorie auch, halb scherzhaft, als Allgemeiner Unsinn?, auf Englisch:
abstract nonsense, bezeichnet. Dennoch ist diese Sichtweise niitzlich, um Sachen, die aus
»rein formalen« Griinden gelten, zu trennen von Ergebnissen, die nur in ganz bestimmten
Situationen richtig sind.

BE1spPIEL 18.111. (1) Die Kategorie der Mengen hat als Objekte alle Mengen und als Mor-
phismen zwischen Mengen X und Y alle Abbildungen X — Y.

(2) Die Kategorie der Gruppen hat als Objekte alle Gruppen und als Morphismen zwischen
Gruppen X und Y alle Gruppenhomomorphismen X — Y. Die Kategorie der abelschen
Gruppen hat als Objekte alle abelschen Gruppen und als Morphismen zwischen abel-
schen Gruppen X und Y alle Gruppenhomomorphismen X — Y.

(3) Die Kategorie der Ringe hat als Objekte alle Ringe und als Morphismen zwischen Ringen
X und Y alle Ringhomomorphismen X — Y. Analog fiir kommutative Ringe.

(4) SeiK ein Korper. Die Kategorie der K-Vektorraume hat als Objekte alle K-Vektorrdume
und als Morphismen zwischen K-Vektorrdumen X und Y alle Vektorraumhomomorphis-
menX — Y.

(5) SeiR ein kommutativer Ring. Die Kategorie der R-Moduln hat als Objekte alle R-Moduln
und als Morphismen zwischen R-Moduln X und Y alle R-Modul-Homomorphismen
X—=Y.

(6) Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge. Wir konstruieren eine Kategorie C, indem
wir Ob(C) := M setzen, und fiir X, Y € M die Menge Hom¢(X, Y) der Morphismen
definieren als eine einelementige Menge, falls X < Y, und als die leere Menge, wenn
nicht X < Y gilt. Gegeben f:X — Yundg:Y — Z,sogiltX < Y, Y < Z, wegen der
Transitivitit einer partiellen Ordnung also X < Z, und damit besteht Hom¢ (X, Y) aus
genau einem Element, das wir als die Verkniipfung g:f definieren. Fur X € Mgilt X < X,
also hat Hom¢ (X, X) genau ein Element, und dies ist idy.

Ist umgekehrt C eine Kategorie, deren Objekte eine Menge M bilden und in der fiir alle
X,Y € Ob(C) die Menge Hom¢ (X, Y) hochstens ein Element hat, so ist

X<Y <= Hom¢(X,Y)#0

eine partielle Ordnung auf M.

DEFINITION 18.112. SeiC eine Kategorie und seien X, Y € Ob(C).

(1) Ein Morphismus f:X — Y heif3t Isomorphismus, wenn ein Morphismus g:Y — X existiert,
sodassg o f = idy und f o g = idy gilt. Dann ist g durch f eindeutig bestimmt. Wir
nennen g den Umkehrmorphismus von f.

(2) Ein Morphismus f:X — Y heif$t Monomorphismus, wenn fiir alle T € Ob(C) und fiir alle
Morphismen ¢:T — X, h:T — X mitf og = f o hgilt,dassg = hist.

(3) Ein Morphismus f:X — Y heif3t Epimorphismus, wenn fiir alle T € Ob(C) und fiir alle
Morphismeng:Y — T,h:Y — Tmitgof = hof gilt, dass g = hist.

2https://de.wikipedia.org/wiki/Allgemeiner_Unsinn
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BEISPIEL 18.113. (1) SeiC die Kategorie der Mengen. Eine Abbildung von Mengen ist genau
dann ein Isomorphismus, wenn sie bijektiv ist. Eine Abbildung von Mengen ist genau
dann ein Monomorphismus, wenn sie injektiv ist. Eine Abbildung von Mengen ist genau
dann ein Epimorphismus, wenn sie surjektiv ist. Alle diese Aussagen sind einfach zu
beweisen.

(2) Seien K ein Kérper und C die Kategorie der K-Vektorraume. Ein Vektorraumhomomor-
phismus ist genau dann ein Isomorphismus, wenn er bijektiv ist (Lemma I.7.10).

Ein Homomorphismus ist genau dann ein Monomorphismus, wenn er injektiv ist. Das
ist nicht schwer zu zeigen.

Ein surjektiver Homomorphismus ist offensichtlich ein Epimorphismus. Ist andererseits

f:V — W ein Epimorphismus, so sind die Verkettungen von f mit der kanonischen Pro-
jektion und der Nullabbildung W — W/ Im(f) gleich, also ist die kanonische Projektion
W — W/Im(f) die Nullabbildung, und das bedeutet W = Im(f).

Dieselben Aussagen gelten fiir die Kategorie der R-Moduln fiir jeden kommutativen
Ring R. Insbesondere erhalten wir (mit R = Z) als Spezialfall diese Aussagen fiir die
Kategorie der abelschen Gruppen.

—_
)
~

Sei C die Kategorie der Gruppen. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass ein Gruppenhomo-
morphismus genau dann ein Isomorphismus ist, wenn er bijektiv, und genau dann ein
Monomorphismus ist, wenn er injektiv ist. Ein surjektiver Gruppenhomomorphismus
ist offensichtlich ein Epimorphismus. Die Umkehrung ist auch richtig, aber nicht so
leicht zu zeigen.

(4) SeiC die Kategorie der kommutativen Ringe. Wie wir gesehen haben, ist ein Ringhomo-
morphismus genau dann ein Isomorphismus, wenn er bijektiv ist. Es ist klar, dass jeder
injektive Ringhomomorphismus ein Monomorphismus ist. Ist andererseits f:R — S
ein Monomorphismus von kommutativen Ringen und x € Ker(f), so betrachten wir die
beiden Ringhomomorphismen Z[X] — R, die einerseits X auf x und andererseits X auf
o abbilden. Die Verkettungen mit f sind dann gleich und aus der Monomorphismus-
Eigenschaft folgt, dass x = o ist. Also ist f injektiv.

Esist auch klar, dass jeder surjektive Ringhomomorphismus ein Epimorphismus ist. Die
Umkehrung ist aber nicht richtig! Zum Beispiel ist die Inklusion Z — Q ein Epimorphis-
mus in der Kategorie C, wie man leicht nachpriift. An diesem Beispiel sehen wir auch,
dass in dieser Kategorie ein Morphismus, der sowohl Mono- als auch Epimorphismus
ist, nicht notwendig ein Isomorphismus ist.

(5) SeiC die Kategorie mit einzigem Objekt R und mit differenzierbaren Abbildungen R — R
als Morphismen. Es ist klar, dass jeder Isomorphismus bijektivist. Aber nicht umgekehrt:
Zum Beispiel ist die differenzierbare Abbildung R — R, x — x3, bijektiv, sie besitzt aber
keine differenzierbare Umkehrabbildung.

O

Der Begriff der Kategorie passt perfekt zum Konzept der universellen Eigenschaft, wie wir
nun in einigen Beispielfdllen sehen werden.

DEFINITION 18.114. SeiC eine Kategorie, I eine Menge und X;,i € I eine Familie von Objekten
inC.
(1) Ein Objekt P zusammen mit Abbildungen (»Projektionen«) ;:P — X; heifit ein Produkt

der Familie (X;);, wenn fiir jedes Objekt T in C zusammen mit Morphismen p;:T — X;
genau ein Morphismus ¢:T — P in C existiert, so dass p; = m; o ¢ fiir allei € I gilt.

(2) Ein Objekt S zusammen mit Abbildungen ;:X; — S heifdt ein Koprodukt der Familier
(Xi)i, wenn fiir jedes Objekt T in C zusammen mit Morphismen f;:X; — S genau ein
Morphismus ¢:S — T in C existiert, so dass f; = ¢ o i; fiir alle i € I gilt.
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Mit dem iiblichen Argument folgt, dass Produkte und Koprodukte (wenn sie existieren)
eindeutig bestimmt sind bis auf eindeutigen Isomorphismus. Wir bezeichnen das Produkt
einer Familie (X;); mit [ [;.; X; und das Koprodukt mit [ [;; X; (oder manchmal mit P, X;,
insbesondere in sogenannten abelschen Kategorien, siehe Definition 18.122). Eigenschaften
von Produkt und Koprodukt, die sich »vollstindig in Termen von Abbildungen« formulieren
lassen, kann man anhand der universellen Eigenschaft beweisen. Versuchen Sie das zum
Beispiel mal bei dem folgenden Lemma.

LEMMA 18.115. SeiC eine Kategorie, I eine Menge und (X;);cy, (Y;)ic; Familien von Objekten in C. Seien
fi:Xi — Y; Morphismen inC.

(1) Es existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung [ [;; X; — [[;c; Y, so dass fiir alle j das folgende
Diagramm kommutativ ist,

Hiel Xi ’ Hiel Y;

| |

X,

wobei die vertikalen Morphismen die Projektionen auf den j-ten Faktor sind.

(2) Es existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung [ [, ; X; — [[;-; Y; so dass fiir alle j das Diagramm

iel i€l

Hiel Xi ’ Hiel Y;

| |

X,

kommutativ ist, wobei die vertikalen Morphismen die natiirlichen Abbildungen vom j-ten Objekt der
gegebenen Familien in das Koprodukt sind.

Man sagt, Produkt und Koprodukt seien »funktoriell«, vergleiche Definition 18.126 und
Beispiel 18.127 unten.

Man beachte, dass die definierende »universelle« Eigenschaft des Koprodukts aus derjenigen
des Produkts genau dadurch hervorgeht, dass die »Richtung aller Pfeile umgedreht« wird,
dass also jeweils die Rolle von »Definitionsbereich« und »Ziel« vertauscht werden. Dieses
Umdrehen kann man auf praktisch jeden Begriff der Kategorientheorie anwenden, und das
ist die Bedeutung der Vorsilbe Ko-.

Genauso kénnen wir aus einer Kategorie C eine weitere, die sogenannte duale (oder entge-
gengesetzte, Englisch: opposite category) bilden, indem wir »alle Pfeile umdrehen«:

DEFINITION 18.116. SeiC eine Kategorie. Die zu C duale Kategorie C°? hat als Objekte dieselben
Objekte wie C. Fiir die Morphismen gilt
Homeo (X,Y) := Hom¢ (Y, X),
und
idyco = idxc, focwg:=gocf,
wobei ocor bzw. o die Verkettung in C° bzw. in C bezeichne. =

Sind X;, i € I, Objekte in C, so ist P (zusammen mit Projektionen wie in der Definition)
genau dann ein Produkt der X;, wenn P (zusammen mit denselben Morphismen, aber als
Morphismen in C° verstanden, also als Morphismen nach P) ein Koprodukt in C ist.



132 18. KONSTRUKTIONEN VON VEKTORRAUMEN

BEIsPIEL 18.117. Einige Beispiele fiir Produkte und Koprodukte haben wir bereits in Ab-
schnitt 18.1 besprochen. In der Kategorie der Mengen sind kartesische Produkte von Mengen
(mit den Projektionen auf die einzelnen Faktoren) Produkte im kategoriellen Sinn, disjunkte
Vereinigungen (mit den Einbettungen der einzelnen Mengen in die disjunkte Vereinigung)
sind Koprodukte. In den Kategorien der abelschen Gruppen, Vektorrdume iiber einem Kor-
per und Moduln iiber einem kommutativen Ring sind Produkte im herkémmlichen Sinn
auch kategorielle Produkte und direkte Summen sind Koprodukte. In der Kategorie aller
(d.h. nicht notwendig abelschen) Gruppen sind kartesische Produkte auch kategorielle Pro-
dukte. In dieser Kategorie existieren auch alle Koprodukte von Familien von Gruppen, diese
sind aber (im allgemeinen) nicht durch die »direkte Summe« gegeben; zum Beispiel hat Z x Z
in der Kategorie der Gruppen nicht die universelle Eigenschaft des Koprodukts von Z und Z.
Uberlegen Sie sich ein Beispiel dafiir. In der Kategorie der Ringe sind kartesische Produkte
mit den komponentenweisen Operationen auch Produkte im kategoriellen Sinn. Mithilfe
des Tensorprodukts kann man zeigen, dass auch jede Familie von Ringen ein Koprodukt
besitzt. O

DEFINITION 18.118. SeiC eine Kategorie.

(1) Wir nennen ein Objekt I € Ob(C) ein initiales Objekt in C, wenn fiir jedes Objekt X in C
genau ein Morphismus von I nach X in C existiert.

(2) Wir nennen ein Objekt T € Ob(C) ein terminales Objekt in C, wenn fiir jedes Objekt X in C
genau ein Morphismus von X nach T in C existiert.

(3) Wir nennen ein Objekt N € Ob(C) ein Nullobjekt in C,wenn N sowohl ein initiales als auch
ein terminales Objekt in C ist, wenn also fiir jedes Objekt X in C genau ein Morphismus
von N nach X und genau ein Morphismus von X nach N in C existieren.

Nicht in jeder Kategorie existiert ein initiales (bzw. terminales, Null-) Objekt. Wenn es exis-
tiert, so ist es (im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, aber) eindeutig bestimmt bis auf
eindeutigen Isomorphismus. Insbesondere spricht man, wenn es existiert, von dem Nullob-
jekt in C und bezeichnet es mit 0 oder meist einfach mit o.

Die definierende Eigenschaft eines initialen Objekts stimmt {iberein mit der definierenden
Eigenschaft des Koprodukts mit leerer Indexmenge. Analog stimmt die definierende Eigen-
schaft eines terminalen Objekts iiberein mit der definierenden Eigenschaft des Produkts
mit leerer Indexmenge.

BEISPIEL 18.119. (I) In der Kategorie der Mengen ist die leere Menge ein initiales Objekt.
Jede einelementige Menge ist ein terminales Objekt. (Und zwei einelementige Mengen
sind nicht notwendig gleich, aber es gibt eine eindeutig bestimmte Bijektion, also einen
eindeutig bestimmten Isomorphismus zwischen ihnen.) Die Kategorie der Mengen
besitzt kein Nullobjekt.

(2) In der Kategorie der Gruppen ist die triviale Gruppe {1} ein Nullobjekt, ebenso in der
Kategorie der kommutativen Gruppen.

(3) In der Kategorie der Ringe ist der Nullring ein terminales Objekt, und der Ring Z ein
initiales Objekt. Es gibt kein Nullobjekt in der Kategorie der Ringe. Dieselben Aussagen
gelten in der Kategorie der kommutativen Ringe.

(4) Ist K ein Korper bzw. allgemeiner R ein kommutativer Ring, so ist der Nullvektorraum
das Nullobjekt in der Kategorie der K-Vektorrdume, bzw. der Nullmodul {0} das Nullob-
jekt in der Kategorie der R-Moduln.

O
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Sei C eine Kategorie, die ein Nullobjekt o besitzt. Dann gibt es zu je zwei Objekten X, Y €
Ob(C) eine eindeutig bestimmte Abbildung n:X — Ymitfon=gonfiralleZundf,g €
Hom¢(Y,Z)undnof =nogfirallef,g € Hom¢(Z, X), ndmlich die Verkettung X — o0 — Y
der beiden eindeutig bestimmten Abbildungen von X in das Nullobjekt und vom Nullobjekt
nach Y. Diese Abbildung nennen wir die Nullabbildung von X nach Y, und bezeichnen sie mit
o.

Mit dem Begriff der Nullabbildung konnen wir den Begriff des Kerns eines Morphismus
definieren (und definieren gleich dazu auch den »dualen« Begriff des Kokerns.

DEFINITION 18.120. Seien C eine Kategorie, die ein Nullobjekt o besitzt, und f:X — Y ein
Morphismus in C.

(1) Ein Morphismus k:K — X heift ein Kern des Morphismus f, wenn f o k = 0 gilt und
wenn fiir jeden Morphismus g:T — X mit f o g = 0 genau ein Morphismus h:T — K mit
g = ko h existiert.

(2) Ein Morphismus c:Y — C heifit ein Kokern des Morphismus f, wenn c o f = o gilt und
wenn fiir jeden Morphismus g:Y — T mit g o f = o genau ein Morphismus h:C — T mit
g = h o c existiert.

_|

Man kann in Teil (1) der Definition auch sagen, K zusammen mit k:K — X sei ein Kern von
f,wenn die entsprechende Eigenschaft erfiillt ist. Es ist aber in der allgemeinen Situation
wichtig, den Morphismus von K nach X in das Datum aufzunehmen (genauso wie bei der
universellen Eigenschaft des Quotienten die kanonische Projektion und bei der universellen
Eigenschaft des Produkts die Projektionen auf die einzelnen Faktoren zu dem »Datum«
gehoren, fiir das eine universelle Eigenschaft formuliert wird). Aus der fiir h geforderten
Eindeutigkeit folgert man leicht, dass ein Kern k:K — X immer ein Monomorphismus ist. In
den meisten der hier betrachteten Beispiele sind Monomorphismen injektive Abbildungen
und wir kénnen uns den Kern im kategoriellen Sinne dann als »Unterobjekt« (Untergruppe,
Untervektorraum, ...) von X vorstellen. Das entspricht unser bisherigen Sichtweise.

Wie alle durch eine universelle Eigenschaft definierten Begriffe sind auch Kern und Ko-
kern eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus. Beispielsweise fiir den Kern
bedeutet das: Wenn k:K — X und k:K' — X die universelle Eigenschaft des Kerns dessel-
ben Morphismus f:X — Y besitzen, so existiert ein eindeutig bestimmter Isomorphismus
g:K — K mitk’ o g = k. (Es wird in der Regel noch viele andere Isomorphismen K — K’
geben, die nicht mit k und k’ kompatibel sind.)

Die Definition des Kokerns ist dual zur Definition des Kerns in dem Sinne, dass die Richtun-
gen aller Pfeile umgekehrt werden. Inhaltlich fasst diese Definition genau die Aussage des
Homomorphiesatzes.

BEISPIEL 18.121. (I) In den Kategorien der Vektorrdume tiber einem Korper und allgemei-
ner der Moduln iiber einem kommutativen Ring, insbesondere also in der Kategorie der
abelschen Gruppen, ist der Kern eines Morphismus f:X — Y gegeben durch die Inklusi-
on Ker(f) — X, wobei Ker(f) den Kern von f im »gewo6hnlichen« Sinne bezeichnet. Der
Kokern von f ist die kanonische Projektion Y — Y/f(X).

(2) Die Kategorie der Ringe besitzt (ebenso wie die Kategorie der kommutativen Ringe), wie
wir gesehen haben, kein Nullobjekt, daher sind Kerne und Kokerne im kategoriellen
Sinne iiberhaupt nicht definiert. Das ist insofern nicht so iiberraschend, als wir zwar
den Kern eines Ringhomomorphismus definiert haben, es sich hierbei aber nicht um
einen Ring handelt.

O
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In den Kategorien der Vektorrdume iiber einem Korper und allgemeiner der Moduln iiber
einem kommutativen Ring, insbesondere also in der Kategorie der abelschen Gruppen, ist
ein Morphismus genau dann ein Monomorphismus, wenn er der Kern irgendeines Morphis-
mus ist, und ist genau dann ein Epimorphismus, wenn er der Kokern eines Morphismus
ist. In der Tat ist jeder injektive Homomorphismus (von Vektorraumen, Moduln, abelschen
Gruppen) der Kern eines Homomorphismus, und jeder surjektive Homomorphismus kann
mit der kanonischen Projektion vom Definitionsbereich auf einen Quotienten (bis auf ein-
deutig bestimmten Isomorphismus) identifiziert werden. Diese Beobachtung liegt Teil (d)
der folgenden Definition zugrunde.

DEFINITION 18.122. Eine Kategorie C heif3t eine abelsche Kategorie, wenn die folgenden Be-
dingungen erfiillt sind:

(a) Es existiert ein Nullobjekt in C.

(b) FiralleX,Y € Ob(C) ist Hom¢ (X, Y) mit der Struktur einer abelschen Gruppe versehen
(die wir additiv schreiben), so dass die Verkettung von Abbildungen bilinear ist.

(c) Fiir je zwei Objekte X, Y in C existieren das Produkt X x Y und das Koprodukt X ¢ Y von
X und Y in C und die natiirliche Abbildung X © Y — X x Y ist ein Isomorphismus.

(d) Jeder Monomorphismus ist der Kern eines Morphismus in C und jeder Epimorphismus
ist der Kokern eines Morphismus in C.

Mit der natiirlichen Abbildung in Teil (c) ist die folgende Abbildung gemeint. Ausidy :X — X
und 0:Y — X erhalten wir aus der universellen Eigenschaft des Koprodukts eine Abbildung
X ® Y — X. Analog haben wir eine Abbildung X & Y — Y. Aus der universellen Eigenschaft
des Produkts bekommen wir nun eine Abbildung X & Y — X x Y. Aquivalent kann man
auch zuerst mit der universellen Eigenschaft des Produkts Abbildungen X — X x Y und
Y x X x Y konstruieren; man erhilt daraus dieselbe Abbildung X ® Y — X x Y.

Fiir eine abelsche Kategorie C ist die Addition auf Hom¢ (X, Y) eindeutig bestimmt, und zwar
istfiir f,g € Hom¢ (X, Y) die Summe f + g die natiirliche Abbildung

X>YxY=YaY—Y,

wobei x das Produkt und @ das Koprodukt in C bezeichnet, die erste Abbildung durch f und
g und die letzte Abbildung durch idy und idy gegeben ist, in de Mitte verwenden wir die
Identifikation aus Teil (c). Daherist Bedingung (a) (zusammen mit den anderen Bedingungen)
tatsachlich eine Bedingung an C (ndmlich, dass die so beschriebene Verkniipfung eine Gruppe
definiert) und kein zusidtzliches Datum.

Aus den Bedingungen folgt, dass jeder Monomorphismus der Kern seines Kokerns und jeder
Epimorphismus der Kokern seines Kerns ist.

BEISPIEL 18.123. (1) Die Kategorie der abelschen Gruppen ist eine abelsche Kategorie, und
dies ist sozusagen der Prototyp einer abelschen Kategorie.

(2) Allgemeiner gilt: Ist R ein kommutativer Ring, so ist die Kategorie der R-Moduln eine
abelsche Kategorie. Insbesondere ist die Kategorie der Vektorrdume iiber einem Korper
eine abelsche Kategorie.

(3) Die Kategorien der Mengen, der Gruppen und der Ringe sind alle nicht abelsch. Die Ka-
tegorien der Mengen und der Ringe besitzen kein Nullobjekt. Die Kategorie der Gruppen
besitzt zwar ein Nullobjekt, aber das Produkt von zwei Gruppen im kategoriellen Sinn
ist im allgemeinen verschieden vom Koprodukt, siehe Beispiel 18.117.

O
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Abelsche Kategorien verhalten sich in vielerlei Hinsicht sehr dhnlich wie die Kategorie
der abelschen Gruppen. (Der Einbettungssatz von Freyd und Mitchell® macht eine prizise
Aussage, die in diese Richtung geht.)

BEISPIEL 18.124. Sei C die Kategorie der torsionsfreien Z-Moduln (als Objekte) und mit
allen Z-Modul-Homomorphismen als Morphismen. Wie in der Kategorie aller Z-Moduln
tragen die Hom-Mengen die Struktur einer additiven Gruppe, es gibt ein Nullobjekt (den
Nullmodul) und zu je zwei torsionsfreien Z-Moduln existieren Produkt und Koprodukt und
stimmen tiberein (gegeben durch das kartesische Produkt der beiden Moduln, das einerseits
torsionsfrei ist und andererseits die geforderten universellen Eigenschaften sogar in der
Kategorie aller Z-Moduln erfiillt).

Istf:X — Y ein Homomorphismus von torsionsfreien Z-Moduln, so ist Ker(f) (als Unter-
modul von X) ebenfalls torsionsfrei und die Inklusionsabbildung Ker(f) — X ist ein Kern
von f im kategoriellen Sinne. Der Z-Modul-Quotient Q := Y /f(X) ist im allgemeinen nicht
torsionsfrei. Um zu beweisen, dass f einen Kokern in C besitzt, miissen wir deshalb die Kon-
struktion etwas abwandeln und setzen C := Q / T, wobei T C Q der Torsionsuntermodul
sei. Dann ist C torsionsfrei und die natiirliche Abbildung Y — C ist, wie man nachpriift, ein
Kokernvon f in C.

Aus der Beschreibung des Kokerns folgt auch (weil der Kokern bis auf eindeutigen Isomor-
phismus eindeutig bestimmt ist und Isomorphismen in C bijektive Abbildungen sind), dass
ein Kokern Y — C immer durch einen surjektiven Z-Modul-Homomorphismus gegeben ist.
Deshalb ist der Epimorphismus Z — Z, x — 2x, kein Kokern.

Es sind also die Bedingungen (a), (b) und (c) aus der Definition einer abelschen Kategorie
erfiillt, nicht jedoch Bedingung (d). Daher ist C nicht abelsch.

Der Morphismus f:Z — Z,x — 2x ist ein Monomorphismus und ein Epimorphismus,
allerdings offenbar kein Isomorphismus, weil keine Umkehrabbildung existiert. Vergleiche
das folgende Lemma 18.125. O

LEMMA 18.125. Sei C eine abelsche Kategorie und sei f ein Morphismus in C. Dann sind dquivalent:

(i) f ist ein Isomorphismus,

(ii) f ist sowohl ein Monomorphismus als auch ein Epimorphismus.

BEWEIS. Die Implikation (i) = (ii) gilt in jeder Kategorie. Wir skizzieren den Beweis von
(ii) = (i). Zunidchst zeigt man, dass wie schon erwihnt in einer abelschen Kategorie fiir jeden
Epimorphismus f gilt, dass f der Kokern von Ker(f) ist. (Analog ist jeder Monomorphismus
der Kern seines Kokerns. Vergleiche die obigen Beispiele.)

Ist f:X — Y ein Monomorphismus, so ist 0 — X ein Kern von f. Ist also f ein Mono- und
gleichzeitig ein Epimorphismus, so ist f ein Kokern von 0 — X. Nun ist auch idy ein Kokern
von 0 — X, also existiert ein eindeutig bestimmter Morphismus g:Y — X, so dass die
Verkettung X — Y — X von f und diesem Morphismus die Identitét idy ist. Ausg o f = idy
folgt f o go f = idy of und damit (weil f ein Epimorphismus ist) dass f o g = idy gilt. Also ist
g ein Umkehrmorphismus von f und mithin f ein Isomorphismus. O

Zum Abschluss des Exkurses iiber Kategorien besprechen wir noch kurz den Begriff des
Funktors. Funktoren sind sozusagen Abbildungen zwischen Kategorien. Dabei muss man nicht
nur sagen, wie die Objekte abgebildet werden, sondern auch, was mit den Morphismen
passiert. Wir haben schon einige Beispiele von »funktoriellen Konstruktionen« gesehen,
ohne den Begriff zu verwenden.

3https://de.wikipedia.org/wiki/Einbettungssatz_von_Mitchell
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DEFINITION 18.126. Seien C und D Kategorien.

(1) Ein kovarianter Funktor F:C — D ist gegeben durch die folgenden Daten:
(a) Fiir jedes Objekt X von C ein Objekt F(X) von D und
(b) fiir jeden Morphismus f:X — Y in C einen Morphismus F(f):F(X) — F(Y),

so dass F(idy) = idpy fiir alle Objekte X von C und F(f o g) = F(f) o F(g) fiir alle
Morphismen f, g in C gilt, deren Verkettung man bilden kann.

(2) Ein kontravarianter Funktor von C nach D ist ein (kovarianter) Funktor C°? — D von der
dualen Kategorie von C nach D, also gegeben durch die folgenden Daten:

(a) Fur jedes Objekt X von C ein Objekt F(X) von D und

(b) fiir jeden Morphismus f:X — Y in C einen Morphismus F(f):F(Y) — F(X), (kontra-
variante Funktoren »drehen die Pfeile um«!)

so dass F(idy) = idpy) fiir alle Objekte X von C und F(f o g) = F(g) o F(f) fiir alle
Morphismen f, g in C gilt, deren Verkettung man bilden kann.

Unter einem Funktor verstehen wir, wenn nicht ausdriicklich gesagt wird, dass er kontravari-
ant sei, einen kovarianten Funktor. .

BEISPIEL 18.127 (Beispiele fiir Funktoren). (1) Ordnen wir jeder Gruppe die zugrundelie-
gende Menge und jedem Gruppenhomomorphismus die entsprechende Abbildung von
Mengen zu, so erhalten wir einen (kovarianten) Funktor von der Kategorie der Gruppen
in die Kategorie der Mengen. Diese Art von Funktor nennt man Vergissfunktor. Analog
hat man zum Beispiel die Vergissfunktoren von der Kategorie der Vektorrdume iiber
einem Korper K in die Kategorie der (kommutativen) Gruppen und in die Kategorie der
Mengen, von der Kategorie der Ringe in die Kategorie der Gruppen.

(2) SeiK ein KorperundC die Kategorie der K-Vektorraume. Ordnen wir jedem K-Vektorraum
seinen Dualraum und jedem Homomorphismus die duale Abbildung zu, so erhalten wir
einen kontravarianten Funktor von C in sich selbst.

(3) Sei K ein Korper. Sei C die Kategorie der Paare (V, W) von Vektorrdumen, mit Paaren
(V— VW — W) als Morphismen (und der offensichtlichen Verkettung). Dann ist die
Zuordnung (V, W) — V @k W (auf Objekten) und (f,g) — f ® g (auf Morphismen) ein
Funktor von C in die Kategorie der K-Vektorrdume. Eine analoge Aussage gilt fiir das
Tensorprodukt von Moduln {iber einem kommutativen Ring R.

(4) SeiK einTeilkorper eines Korpers L (allgemeiner kann man statt der Inklusion K — Lim
folgenden irgendeinen Ringhomomorphismus R — S betrachten). Dann ist die Zuord-
nung V — V ®g L (auf Objekten) und f — fi (auf Morphismen), wie in Abschnitt 18.5.3
(bzw. Bemerkung 18.87) betrachtet, ein Funktor von der Kategorie der K-Vektorrdume in
die Kategorie der L-Vektorrdume.

(5) Ist K ein Kérper und n € N, so ist das Bilden der n-ten dufieren Potenz ein Funktor von
der Kategorie der K-Vektorrdume in sich selbst.
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Literatur zum Thema Kategorien:

Ein Klassiker ist das Buch [Ma]von MacLane (das im Grunde schon viel mehr Mate-
rial enthilt als viele »working mathematicians« iiberhaupt benétigen).

Das Buch von Brandenburg ist gut zugianglich und stellt an vielen Stellen die Ver-
bindung von kategoriellen Konzepten zu verschiedenen anderen Gebieten der Ma-
thematik her. (Auch wenn ich den ersten Satz des Vorworts so nicht unterschreiben
wiirde ...; es ist aber richtig, dass (ein bisschen, und manchmal auch eine ganze Men-
ge) Kategorientheorie in vielen zentralen Gebieten der Mathematik benutzt (und
benotigt) wird.)

M. Brandenburg, Einfiihrung in die Kategorientheorie, Springer 2016.
https://doi.org/10.1007/978-3-662-47068-8

Eine weitere gute Einfiihrung ist T. Leinster, Basic category theory, Cambridge Univer-
sity Press, 2014.

Eine Vorversion ist frei verfiigbar unter https://arxiv.org/pdf/1612.09375. pdf.
Der Formalismus von Kategorien wird auch aufierhalb der Mathematik benutzt, um
»Strukturen zu beschreiben« bzw. »Daten zu organisieren«. Siehe zum Beispiel

Tai-Danae Bradley, What is applied category theory?,
https://arxiv.org/pdf/1809.05923.pdf

fur einige Beispiele und weitere Referenzen.

18.8.2. Quotienten von Ringen nach Idealen. Wir geben hier noch einige Ergédnzun-
gen zu den Themen Ideale in kommutativen Ringen und Quotienten von kommutativen Ringen
nach Idealen. Wir wiederholen aus Ergdnzung 15.7 die Definition des Begriffs Primideal und
definieren dazu den Begriff des maximalen Ideals.

DEFINITION 18.128. Sei R ein kommutativer Ring.

(1) Ein Ideal p C R heif3t Primideal, wenn p # R ist und wenn fiir alle x,y € R mit xy € p gilt,
dassx € podery € pist.

(2) Ein Ideal m C R heif3t maximales Ideal, wenn m # R ist und m maximal mit dieser
Eigenschaft beziiglich der Inklusion von Idealen ist, d.h. wenn fiir jedes Ideal a C R mit
m C aC Rgilt:a=modera =R.

Wir kénnen nun Lemma 15.77 wie folgt verallgemeinern:
LEMMA 18.129. Seien R ein kommutativer Ring und p C R ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(i) der Quotient R/p ist ein Integritdtsring,
(ii) das Ideal p ist ein Primideal.

Der Beweis ist nicht schwierig, wir lassen ihn hier aus.
Auch fiir maximale Ideale konnen wir eine Charakterisierung anhand des Quotienten geben.
LEMMA 18.130. Sei R ein kommutativer Ring und m C R ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(i) der Quotient R/m ist ein Korper,

(ii) das Ideal m ist ein maximales Ideal.


https://doi.org/10.1007/978-3-662-47068-8
https://arxiv.org/pdf/1612.09375.pdf
https://arxiv.org/pdf/1809.05923.pdf
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BEwWEIs. Wenn R/m ein Kérper und a € R \ mist, dann existierth € Rmitab —1 € m.
Daraus folgt, dass a und m zusammen das Einsideal erzeugen. Es kann aufier R selbst also
keine Ideale geben, die m als echte Teilmenge enthalten.

Fiir die Implikation (ii) = (i) ist zu zeigen, dass jedes Element von R/m, das von Null ver-
schieden ist, eine Einheit in diesem Ring ist. Mit anderen Worten: Fiira € R \ m besitzt die
Restklasse a + m ein multiplikatives Inverses in R/m.Weila ¢ m und m maximal ist, ist das
von a und m erzeugte Ideal der ganze Ring R, es gibt alsox € Rund m € mmitxa + m = 1.
Dann ist x + m das gesuchte Inverse von a + m. O

Insbesondere sehen wir:

KOROLLAR 18.131. Sei R ein kommutativer Ring und m C R ein maximales Ideal. Dann ist m ein
Primideal.

Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch, zum Beispiel sind die Ideale (0) C Z und (X) C
Z[X] Primideale, die nicht maximal sind. In Hauptidealringen sind aber alle Primideale # o
maximal.

SATZ 18.132. Sei R ein Hauptidealring und p C R ein Primideal, das nicht das Nullideal ist. Dann ist p
ein maximales Ideal.

BEWEIs. Seip C a C Rein Ideal. Es existieren Elemente p,a € R mit (p) = p, (a) = a.
Weil p ein Primideal ist, ist p ein Primelement. Aus p C a folgt, dass d € R existiert mit
p = da. Wegen der Irreduzibilitit des Primelements p folgt, dass p zu a oder zu d assoziiert
ist. Daraus folgt (p) = (a) oder (a) = R. O

Dieser Satz kann als Verallgemeinerung der Tatsache betrachtet werden, dass fiir Primzahlen
p € Z die Restklassenringe Z/p Korper sind.

LEMMA 18.133. Sei R ein Ringund sei a C R ein Ideal. Dann besitzt R ein maximales Ideal, das a enthiilt.
Insbesondere besitzt jeder Ring R # 0O ein maximales Ideal.

BEwEIs. Dies folgt mit einem Standardargument aus dem Lemma von Zorn (siehe
Abschnitt I.B.1): Die Menge der echten Ideale in R, die a enthalten, ist nicht leer und ist
beziiglich der Inklusion induktiv geordnet. Sie besitzt folglich ein maximales Element. [J

Wir kénnen nun auch beweisen, dass von jedem kommutativen Ring R, der nicht der Nullring
ist, ein Homomorphismus R — K in einen Korper K existiert. Dieses Ergebnis haben wir
schon benutzt, um zu sehen, dass der Rang eines freien Moduls wohldefiniert ist.

SATZ 18.134. Sei R # O ein kommutativer Ring. Dann existiert ein Ringhomomorphismus R — K von
R in einen Kérper K.

BEWEIs. Seim C R ein maximales Ideal. Dann ist die kanonische Projektion R — R/m
ein Ringhomomorphismus von R in einen Korper. g

In den Vorlesungen Algebra und Kommutative Algebra wird die hier begonnene Theorie wei-
tergefiihrt. Dort wird unter anderem erklirt, wie man die Menge aller Primideale eines
kommutativen Rings R, das sogenannte (Prim-)Spektrum von R, mit einer geometrischen
Struktur versehen kann. Diese Betrachtungsweise ist ein Kernelement der »modernen«
algebraischen Geometrie, wie sie von A. Grothendieck* eingefithrt wurde. Grothendiecks
Theorie der Schemata hat zu einer engen Verzahnung von (algebraischer) Geometrie und
Zahlentheorie gefiihrt. Viele Ergebnisse in diesen beiden Bereichen aus den letzten Jahr-
zehnten wiren ohne sie nicht denkbar.

4https://de.wikipedia.org/wiki/Alexander _Grothendieck


https://de.wikipedia.org/wiki/Alexander_Grothendieck

18.8. ERGANZUNGEN * 139

ERGANZUNG 18.135 (Allgemeine Form des chinesischen Restsatzes). Wir geben zum Ab-
schluss noch die folgende allgemeinere Form des chinesischen Restsatzes an, siehe Satz 15.61,
Satz 18.36. Dafiir bezeichnen wir fiir Ideale a, b in einem Ring R mit

at+b:={a+b;aca bechb}

die Summe der beiden Ideale, das ist das von der Vereinigung a U b erzeugte Ideal, mit anderen
Worten das kleinste Ideal von R, das sowohl a als auch b enthilt.

SATZ 18.136. Seien R ein Ringund ay, ..., a, C R Ideale, so dass a; + a; = R fiir allei # j gilt. Sei
a = (i, % Dann ist der natiirliche Ringhomomorphismus

R— R/ay X -+ X R/a,, x> (X,....X),

wobei x die Restklasse von x im jeweiligen Quotienten bezeichne, surjektiv mit Kern a und induziert folglich
einen Isomorphismus
R/a — R/a; x --- x R/a, .

Wir lassen den Beweis, den man dhnlich wie fiir Satz 15.61 fithren kann, hier aus.

U Ergénzung 18.135

18.8.3. Konstruktion des Korpers der reellen Zahlen. Den Begriff des Quotienten
von Ringen kénnen wir benutzen, um den Kérper R der reellen Zahlen aus dem Korper Q
zu konstruieren. (Und zwar in wesentlich eleganterer Art und Weise als auf dem »naiven
Weg«, dass R die Menge aller Dezimalzahlen sei. Denn dabei muss man fiir die folgenden
Probleme Losungen finden: Erstens ist die Darstellung einer reellen Zahl als Dezimalzahl
nicht unbedingt eindeutig, zum Beispiel gilt 1 = 0,999.... Zweitens ist es ldstig, Addition
und Multiplikation fiir (moglicherweise nach dem Komma unendliche) Dezimalzahlen
iiberhaupt zu definieren, und dann die Kérperaxiome zu beweisen. Es lohnt sich, ein bisschen
dariiber nachzudenken und sich klarzumachen, dass man diesen naiven Weg vermeiden
mochte.) Wir benutzen den Begriff der Cauchy-Folge, wie er in der Vorlesung Analysis 1
eingefiihrt wird.

Wir betrachen das unendliche Produkt Q" = [ [icyy Q, dessen Elemente wir als Folgen ratio-
naler Zahlen betrachen. Mit komponentenweiser Addition und Multiplikation ist Q" ein
Ring. Sei R C Q" der Unterring aller Cauchy-Folgen, d. h. der Unterring aller derjenigen
Folgen (a;);, fir die gilt:

Ve € Qs0:3IN € NiVn,m > N:|la, — anm| < e.
Man beachte, dass wir nur ¢ € Q. (und nicht € R-,) betrachten, weil wir uns hier auf den
Standpunkt stellen, die Existenz des Korpers R noch nicht bewiesen zu haben.
Es ist leicht zu sehen, dass es sich bei R tatsdchlich um einen Ring handelt.
SeinunI C R das Ideal aller Nullfolgen, also aller derjenigen Folgen (a;);, fiir die gilt:

Ve € Q-0:3N € N:Vn > N:ja,| < e.

Es ist leicht zu sehen, dass es sich bei I um ein Ideal von R handelt, das von R verschieden ist.
Behauptung. Das Ideal I ist ein maximales Ideal in R.

Begriindung. Es geniigt, die stirkere Aussage zu zeigen, dass jedes Element von R \ I eine
Einheit in Rist, denn dann kann es offensichtlich keine Ideale # R geben, die I echt enthalten.
Sei also (a;); eine Cauchy-Folge, die keine Nullfolge ist. Es ist dann nicht schwer zu zeigen,
dass N € N existiert, so dass a; # o fiir allei > N gilt. Indem wir zu (a;); eine geeignete
Nullfolge addieren (die wir so wihlen konnen, dass alle Eintridge mit Index > N gleich Null
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sind), konnen wir erreichen, dass alle Folgenglieder von Null verschieden sind. Die Restklasse
von (a;); in R/I dndert sich dadurch nicht, und wir nehmen nun an, dass a; # o fiir alle {
gelte. Dann besitzt die Folge (a;); aber sogar in R ein multiplikatives Inverses, namlich (a;");.
Dessen Restklasse ist ein Inverses der Restklasse von (a;);.

Nach Lemma 18.130 ist K := R/I ein Kérper. Dieser Korper »ist« der Korper der reellen Zah-
len. Wir bezeichnen fiir (a;); € Rmit [(a;);] € K die zugehdrige Restklasse, also das Bild unter
der kanonischen Projektion R — K.Ista € Q, soist die konstante Folge (a, a, ... ) ein Element
von R. Die Abbildung Q — K, a — [(a,a, ... )], ist ein injektiver Ringhomomorphismus, so
dass wir Q als Teilkorper von K betrachten konnen.

Hitten wir R schon auf andere Weise konstruiert, so konnten wir folgendermafien argu-
mentieren, dass K und R {ibereinstimmen: Weil jede Cauchy-Folge in R einen (eindeutig
bestimmten) Grenzwert besitzt, haben wir eine Abbildung

R — R, (a,'),' — hm a;,
i—00

die surjektiv ist, weil sich jede reelle Zahl als Grenzwert einer (konvergenten) Folge von
rationalen Zahlen schreiben lédsst. Diese Abbildung ist ein Ringhomomorphismus mit Kern
I, induziert also einen Isomorphismus K = R/I — R.

Will man die obige Konstruktion benutzen, um die Existenz des Kérpers der reellen Zahlen
zu beweisen, ist nachzuweisen, dass der so konstruierte Kérper K alle Axiome aus einem
Axiomensystem erfiillt, die den Koérper der reellen Zahlen charakterisieren. Beispielsweise
geniigt es, die folgenden Punkte abzuarbeiten (siehe zum Beispiel O. Forster, Analysis I,
Springer-Verlag):

(a) (Anordnung) In K sind gewisse Elemente als positive Elemente ausgezeichnet (wir schrei-
ben x > 0, wenn x positiv ist, und bezeichnen mit K-, die Teilmenge aller positiven
Elemente). Fiir jedes x € K gilt genau eine der Aussagenx > 0,x = 0,0 > x.Im letzteren
Fall nennen wir x negativ.

Ausx,y > ofolgtx +y > oundxy > o.
(b) (Archimedisches Axiom) Wir definieren eine totale Ordnung > auf K durch
x>y <= x—y>ooderx=y.
Dass es sich um eine totale Ordnung handelt, bedeutet dass fiir x, y € K giltx > y oder
y > x,esgiltx > xfiirallex,ausx > yundy > zfolgtx > z,und ausx > yundy > x folgt
X =
Als j’veiteres Axiom fordern wir: Fiir alle x,y > o existiertn € Nmitnx > y.

(c) (Vollstandigkeitsaxiom) Wir definieren die Betragsfunktion |:|:K — K durch

X fallsx > o,
|x| ;=<0 fallsx =o,
—x fallso > x.

und erhalten so die Begriffe der Kovergenz und des Grenzwerts einer Folge von Elementen
von K und der Cauchy-Folge von Elementen von K: Eine Folge (x;); von Elementen von K
heif}t Cauchy-Folge, falls gilt:

Ve € K~o:IN € N:Vn,m > N:|x, — x| < €.

Aus Bedingung (b) folgt, dass die Formulierung, die wir oben benutzt haben (mite € Q-,),
zu dieser Definition dquivalent ist. Insbesondere ist eine Folge (a;); rationaler Zahlen
genau dann eine Cauchy-Folge im obigen Sinne, wenn es sich um eine Cauchy-Folge von
Elementen in K handelt (wo wir jedes a; € Q wie oben beschrieben als Element von K
auffassen). In diesem Fall konvergiert die Folge (a;);, als Folge in K betrachtet, in K gegen
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das Element [(a;);]. Es ist also jedes Element von K der Grenzwert einer konvergenten
Folge von Zahlen in Q.

Als letztes Axiom verlangen wir nun, dass jede Cauchy-Folge in K einen Grenzwert in K
besitzt.

zu (a). Wir setzen [(a;);] > o, falls N € N existiert mita; > o fiir allei > N. Man iiberpriift
nun, dass diese Definition wohldefiniert, also unabhéngig von der Wahl des Repridsentanten
(a;); ist, und dass die in (a) genannten Eigenschaften erfiillt sind.

zu (b). Dies folgt aus einem Standardargument mit Cauchy-Folgen und der entsprechenden
Eigenschaft der rationalen Zahlen.

zu (c). Sei (x;); eine Cauchy-Folge in K. Jedes x; ist ein Element von K = R/I. Wir haben oben
gesehen, dass sich x; dann als Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen ausdriicken lasst,
insbesondere existiert a; € Q mit |x; — a;| < ;. Daraus folgt, weil (x;); eine Cauchy-Folge ist,
dass (a;); eine Cauchy-Folge und damit ein Element von R ist. Man zeigt nun, dass in K gilt,
dass lim,_, x, = [(a;);] ist. Damit ist auch Teil (c) bewiesen.

Man kann auf die tibliche Weise zeigen, dass die positiven Elemente in K genau diejenigen
Elemente von K* sind, die sich als Quadrat eines Elements in K ausdriicken lassen. Daraus
folgt, dass es keine andere Moglichkeit gibt, eine Teilmenge von »positiven Elementen« in K
auszuzeichnen, so dass alle obigen Axiome erfiillt sind.

Siehe auch Beispiel I.4.2 und die in Abschnitt I.4.1.2 angegebenen Literaturverweise.






KAPITEL 19

Bi- und Sesquilinearformen, euklidische und unitire
Vekorriume

19.1. Euklidische Geometrie

Um die im weiteren Verlauf das Kapitels eingefithren Begriffe zu motivieren, betrachten wir
zunichst einen speziellen Fall, den der euklidischen Geometrie auf dem Standardvektorraum
R". Darunter wollen wir verstehen, dass wir zusitzlich zur Vektorraumstrukur noch die
Begriffe vom Abstand zwischen zwei Punkten und vom Winkel zwischen zwei Vektoren einfithren.
Ein besonders wichtiger Spezialfall des Winkelbegriffs ist der rechte Winkel; dass zwei
Vektoren einen rechten Winkel bilden, driicken wir auch aus, indem wir sagen, dass sie
senkrecht oder orthogonal zueinander seien.

In diesem Abschnitt werden wir einige Sdtze ohne Beweis angeben, weil die Beweise dann
spdter in diesem Kapitel im allgemeinen Kontext durchgefiihrt werden. Siehe auch Kapi-
tel I.11, insbesondere Abschnitt I.11.2.

Wir fixieren eine natiirliche Zahl n > 1. Fundamental ist in der (analytischen/euklidischen)
Geometrie der Begriff des Abstands zwischen zwei Punkten. Motiviert durch den Satz des
Pythagoras definieren wir diesen wie folgt.

DEFINITION 19.1. Seienv = (v, ...,v,)' und w = (wy, ..., w,)! Elemente von R™. Der (euklidi-
sche) Abstand zwischen den Punkten v und w ist

> (wi —wi)2.

i=1

d(v,w)

Unter der Lange eines Vektors verstehen wir dann einfach seinen Abstand zum Ursprung.
Oft spricht man statt von der Lange von der Norm des Vektors.

DEFINITION 19.2. Fiirv = (v, ...,v,)! € R"ist

vl :=

die Norm (oder: die Linge) von v. =

Die Norm hat die folgenden wichtigen Eigenschaften.

SATZ 19.3. Die Norm ||-||:R" — R>,, hat die folgenden Eigenschaften:
M=o < v=o

(2) [[v+wl[< ][ + [[wl]],

(3) llavll = la [v]

143
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fiirv,w € R"unda € R.

Teile (1) und (3) sind dabei offensichtlich, Teil (2), der auch als Dreiecksungleichung bezeichnet
wird, allerdings nicht; diese Aussage folgt aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz, siehe
Satz 19.53.

Der Normbegriff ermoglicht es auch zu sagen, wann zwei Vektoren v, w € R" als zuein-
ander senkrecht betrachtet werden sollten -- ndmlich dann, wenn fiir das Dreieck mit den
Eckpunkten o, v, w der Satz des Pythagoras

vl + [[wl* = [lw — v[|*

gilt. Dann ist es naheliegend, fiir beliebige Vektoren den folgenden Ausdruck zu betrachten,
der sozusagen misst, wie weit die Vektoren davon entfernt sind, senkrecht zueinander zu
sein.

DEFINITION 19.4. Das (Standard-)Skalarprodukt auf R" ist die Abbildung R" x R" — R,
(v, w) — v-wmit

I
vew = ([ 4 f[wl® = [lw = v[}*).

Fiir das Skalarprodukt sind auch andere Schreibweisen gebrduchlich, unter anderem (v, w)
(diese Bezeichnung benutzen wir unten auch oft, wenn wir ein Skalarprodukt betrachten),
ww, (v, w), (v | w).

tLw = (wy,...,w,)!, so gilt, wie man leicht nachrechnet,

n
vew=viw = E vw;,
1=I

Sindv = (vy, ..., vp)

wobei wir fiir den Ausdruck in der Mitte v und w als (n x 1)-Matrizen verstehen und das
Matrizenprodukt von v' und w bilden. Diese Formel ist fiir konkrete Rechnungen (und auch
fiir die meisten theoretischen Betrachtungen) praktischer als unsere Definition und wird
daher meistens als Definition des Standard-Skalarprodukts verwendet. (Die Einfachheit
dieser Formel ist auch der Grund fiir den Faktor } in unserer Definition des Standard-
Skalarprodukts.)

Die Definition, wann zwei Vektoren zueinander senkrecht genannt werden, konnen wir
damit noch einmal umformulieren und in der iiblichen Fassung angeben.

DEFINITION 19.5. Wirsagen, Vektorenv, w € R" seien senkrecht (oder: orthogonal) zueinander,
wennv-w = 0O ist. —|

Es ist eine leichte Rechnung, dass das Standard-Skalarprodukt die folgenden Eigenschaften
hat:

SATZ 19.6. Das Skalarprodukt auf R" hat die folgenden Eigenschaften. Es seienv,w € V,a,a € R.
(1
(2
(3
(4

symmetrisch) v.-w=w-v
linear im ersten Eintrag) (av+a'v)-w=a(v-w)+a (v -w),

’

linear im zweiten Eintrag) v-(aw +aw) =a(v-w)+a (v-w).

~ ~— ~— ~—
—_~ o~~~

positivdefinit) v-v>o,undv-v=0 & v=o.
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Wir fassen diese Eigenschaften zusammen, indem wir sagen, dass Standardskalarprodukt
sei eine positiv definite symmetrische Bilinearform.

Wir kénnen das Skalarprodukt auch benutzen, um den Winkel zwischen zwei Vektoren
v,w € R" zu definieren. Die Ungleichung von Cauchy-Schwarz, Satz 19.53, zeigt, dass

—[vlHliwll < v-w < vl [jw],

mit anderen Worten, dass
v, w
u c [—I, I]
[[v]] - [[wl]

gilt. Der Winkel zwischen v und w ist die eindeutig bestimmte reelle Zahl 9 € [o, 7], fiir die

ist.
Kurz zusammengefasst besteht der Inhalt dieses Kapitels darin,

e beliebige positiv definite symmetrische Bilinearformen zu untersuchen; dabei be-
ginnen wir mit beliebigen Bilinearformen (iiber beliebigen Grundkérpern) und
spezialisieren uns dann nach und nach, und

o die Theorie so zu erweitern, dass man eine dhnliche Theorie auch tiber dem Kérper C
der komplexen Zahlen erhilt; die Definition der Linge eines Vektors v = (v, ..., v,)
als /) _; v} kann man nicht nutzen, weil der Term unter der Quadratwurzel negativ
sein konnte (und auch, wenn man in C eine Quadratwurzel aus negativen reellen
Zahlen hat, soll die Linge eines Vektors in R>,, liegen).

Einige andere Punkte, die wir unterwegs ansprechen werden, sind

¢ abstandserhaltende Abbildungen (oder Isometrien),
e Nullstellenmengen quadratischer Formen, Kegelschnitte, die Hauptachsentransfor-
mation.

Siehe auch die Einleitung zu Kapitel 7 in [Bo], und [Fi].

19.2. Sesquilinearformen

Wir haben im vergangenen Abschnitt das Standardskalarprodukt R" x R" — R kennenge-
lernt, das eine zentrale Rolle beim Studium (und der Definition) geometrischer Begriffe wie
Abstand und Winkel spielt. Wie es sich auch schon bei anderen Begriffen bewéhrt hat, wollen
wir nun damit beginnen, die essenziellen Eigenschaften dieses Standardskalarprodukts in
eine allgemeine Definition zu fassen. Das wird es uns erméglichen, Resultate {iber das Stan-
dardskalarprodukt direkt in einem allgemeinen Kontext zu beweisen. Das macht einerseits
den mathematischen Kern der jeweiligen Ergebnisse besser sichtbar und ist andererseits
niitzlich um »andere Geometrien« als die euklidische Geometrie zu studieren. Das spielt
sowohl in der Mathematik als auch zum Beispiel in der theoretischen Physik eine grofie
Rolle.

Eine wichtige Eigenschaft des Standardskalarprodukts ist die Bilinearitdit: Die Abbildung
R" x R" — Ristin beiden Eintriagen linear, es handelt sich also um eine bilineare Abbildung
(also eine multilineare Abbildung im Sinne von Definition I.9.1, deren Definitionsbereich
ein Produkt von zwei Faktoren ist).

Um iiber den komplexen Zahlen einen dhnlich niitzlichen Begriff zu definieren, ist es wichtig,
eine Variante der Bilinearitit direkt mitzuberiicksichtigen. Das liegt daran, dass wir auch
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tiir endlichdimensionale C-Vektorraume die Linge eines Vektors als eine reelle Zahl definieren
mochten. Wenn wir die Formel

n
(xy) =x'y=> xyi, xyeR
i=1

fiir das Standardskalarprodukt auf R" auch im Fall von komplexen Eintragen x;, y; verwen-
denwiirden, wire der Ausdruck (x, x) nicht unbedingt eine nicht-negative reelle Zahl, aus der
wir die Wurzel ziehen konnten. Das ist aber der Fall, wenn wir die Formel folgendermafien
abiandern:

n
(x.y) =) Xy, xyeC,
i=1

wobei fiir eine komplexe Zahl z = a + ib mitZ := a — ib die sogenannte komplex konjugierte
Zahl bezeichnet werde. Es gilt dann zz = a*> 4+ b* € R>,, so dass fiir die obige Variante
tatsdchlich (x,x) € R, fiir allex € C" folgt. Wir kénnen dann die Linge des Vektors x
als [|x|| := 4/(x,x) definieren. Weil fiir eine reelle Zahl (die wir ja auch als Element von C
auffassen konnen) das komplex Konjugierte einfach die Zahl selbst ist, ist das fiir reelle x;
und y; genau dieselbe Formel wie vorher.

Das 16st im wesentlichen das Problem, wie man auf C" ein »Standardskalarptodukt« defi-
nieren kann, allerdings passt das Ergebnis der Diskussion nicht mehr in den Rahmen der
bilinearen Abbildungen: Es ist ndmlich (ax,y) = a (x,y) (fira € C,x,y € C"),und das st in
der Regel verschieden von a (x,y). Wir miissen daher einen etwas allgemeineren Begriff als
den der bilinearen Abbildung betrachten, der -- fiir den Fall der komplexen Zahlen -- es
uns erlaubt, die Linearititsbedingung im ersten Eintrag durch eine Bedingung zu ersetzen,
die die komplexe Konjugation mit einbaut. Im Fall eines beliebigen Kérpers K konnten wir
an dieser Stelle irgendeinen Ringautomorphismus 0:K — K mit o = o', oder dquiva-
lent 0 := 0 0 0 = idg, hernehmen. Einen Automorphismus, dessen »Quadrat« (also die
Verkettung mit sich selbst) die Identitét ist, nennt man auch Involution.

Wir betrachten daher zunichst die folgende Situation:

e EsseiK ein Korper,
e und esseio:K — K eine Involution, d.h. ein Ringautomorphismus mit o o o = idk.

Der in der Linearen Algebra 2 wichtige Fall eines Automorphismus ¢ # idg ist der, dass
K = Cund o die komplexe Konjugation C ist. Wenn Sie méchten, konnen Sie sich gedanklich
im folgenden auf diesen Fall beschridnken. Mathematisch gesehen vereinfacht sich dadurch
aber nichts und vielleicht ist es sogar transparenter, zunichst beim allgemeinen Fall zu
bleiben, damit man besser sieht, welche Aussagen allgemein gelten und wo Charakteristika
der komplexen Zahlen benutzt werden (konkret, dass fiir alle z € C das Produkt zZ eine
nicht-negative reelle Zahl ist).

BEMERKUNG 19.7. Esist nicht schwer zu zeigen, dass der einzige Kérperautomorphismus
von Q die Identitit idg ist. Mit etwas mehr Aufwand kann man zeigen, dass auch der Korper
R keinen nicht-trivialen Automorphismus besitzt. Und auch die endlichen Kérper der Form
IF, haben diese Eigenschaft. So gesehen ist es gar nicht so einfach, einen Kérper L anzugeben,
der Automorphismen # idj, besitzt.

Weitere Beispiele neben dem Korper C sind die Teilkérper Q[v/2] = {a + by/2; a,b, € Q}
von R (mit dem nicht-trivialen Automorphismus a + by/2 — a — by/2) und Q[i] = {a +
ib; a,b, € Q} von C (mit der Einschriankung der komplexen Konjugation als nicht-trivialem
Automorphismus). Noch ein ganz anderes Beispiel ist der Kérper L = Quot(K[X]), der
Quotientenkorper des Polynomrings tiber irgendeinem Koérper K. (Zum Beispiel induziert
der Einsetzungshomomorphismus K[X] — K[X], X — —X, einen Automorphismus o von L
mit o oo = idr.)
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Die Gruppe aller Automorphismen des Kérpers C ist tibrigens sehr grof (insbesondere un-
endlich), sie enthilt viel mehr Automorphismen als nur die Identitdt und die komplexe
Konjugation. Diese beiden sind aber die einzigen, die den Korper R in sich abbilden.

Die Frage, welche Automorphismen ein Kérper hat, spielt in der Algebra eine grofie Rolle. ¢

DEFINITION 19.8. Seien V, W Vektorrdume iiber K.

(1) Eine Abbildung f:V — W heif3t semilinear (beziiglich des fixierten Automorphismus
o von K), wenn f ein Gruppenhomomorphismus der additiven Gruppen V und W ist,
dh.f(v+v) =f(v)+f()firallev,v' € V,und f(av) = o(a)f (v) fiirallea € K,v € V
gilt.

(2) Eine Abbildung B:V x W — K heif$t Sesquilinearform auf V x W (beziiglich o), wenn 8
semilinear in der ersten und linear in der zweiten Variable, das heifit, fiir allev € V ist
die Abbildung W — K, w — B(v, w), linear, und fiir alle w € W ist die Abbildung V — K,
v — B(v,w), semilinear.

(3) Wir bezeichnen die Menge der Sesquilinearformen auf V x W mit SLF(V, W) und
schreiben SLF(V) := SLF(V, V).

Ganz explizit bedeutet die Definition also, dass fiir eine Sesquilinearform :V x W — K die
folgenden Eigenschaften gelten (fiir v eV,ww € W,ae K):

B +v,w) = B(v,w) +B(v,w),
Blav,w) = o(a)B(v,w),

Br.w +w) = B(v,w) +B(v,w),
B(v,aw) = aB(v,w).

Die Bezeichnung »...-form« benutzt man um zu sagen, dass es sich um eine Abbildung in den
Koérper K handelt (aufgefasst als Vektorraum K iiber sich selbst). Die Vorsilbe »semi« aus
dem Lateinischen bedeutet »halb«, und »sesqui« bedeutet »anderthalb« -- in einem Eintrag
ist die Abbildung »halb linear«, also semilinear, im anderen linear.

BEMERKUNG 19.9. Man findet in der Literatur auch die Konvention, dass eine Sesquili-
nearform im ersten Eintrag linear und im zweiten semilinear sei. Die Theorie kann man
dafiir natiirlich ganz analog entwickeln, aber man muss gegebenenfalls zwischen den beiden
Standpunkten »libersetzen«. O

Ist o = id, so spricht man statt von einer Sesquilinearform von einer Bilinearform. Dies ist
ein wichtiger Fall, daher schreiben wir die Definition noch einmal aus:

DEFINITION 19.10. Seien V, W Vektorraume iiber K.

(1) Eine Abbildung B:V x W — K heif’t Bilinearform auf V x W, wenn 8 linear in der ersten
und in der zweiten Variable ist, das heifdt, fiir alle v € V ist die Abbildung W — K,
w — B(v,w), linear, und fiir alle w € W ist die Abbildung V — K, v — S(v, w), linear.

(2) Wir bezeichnen die Menge der Bilinearformen auf V x W mit BLF(V, W) und schreiben
BLF(V) := BLE(V, V).
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Eine Bilinearform auf V x W ist also nichts anderes als eine bilineare Abbildung Vx W — K,
mit anderen Worten eine multilineare Abbildung mit Wertebereich K, deren Definitionsbe-
reich aus zwei Faktoren besteht.

BEISPIEL 19.11. (I) Die Multiplikation K x K — K ist eine Bilinearform.
(2) SeiV ein Vektorraum und VV der Dualraum von V. Die Abbildung
VVx V=K, (Av) = Av),
ist eine Bilinearform.

(3) Das Standardskalarprodukt
C"xC"—=C, ((x)i, i) |—>Zx,yl

ist eine Sesquilinearform (beziiglich der komplexen Kon]ugatlon).
(4) Das Standardskalarprodukt

R" xR" = R,  ((x;)i, 0i)i) HZx,y,

ist eine Bilinearform.

Summen von Sesquilinearformen und allgemeiner Linearkombinationen mit Koeffizienten
in K sind wieder Sesquilinearformen. Die Mengen SLF(V, W) und BLF(V, W) sind daher
K-Vektorrdaume.

19.2.1. Hermitesche Sesquilinearformen und symmetrische Bilinearformen. Wir
interessieren uns besonders fiir Sesquilinearformen V x V — K, die sich im Sinne der
folgenden Definition kontrolliert verhalten, wenn man die Argumente vertauscht.

DEFINITION 19.12. Seien V ein K-Vektorraum und :V x V — K eine Sesquilinearform.

(1) Die Sesquilinearform 8 heifit hermitesch, wenn (v, w) = o(B(w, v)) fur allev,w € V gilt.

(2) Im Falle von Bilinearformen (d.h. wenn ¢ = idg ist), spricht man von einer symmetrischen
Bilinearform: Eine Bilinearform :V x V — K heif3t symmetrisch, wenn (v, w) = S(w, v)
fir allev,w € V gilt.

Die Bezeichnung hermitesch geht zuriick auf Charles Hermite' (1822 -- 1901).

BEMERKUNG 19.13. Eine Bilinearform :V x V — K, fiir die f(v,w) = —B(w,v) fiir alle
v,w € V gilt, nennt man anti-symmetrisch (oder schiefsymmetrisch). Gilt 1+1 # oin K, soist diese
Eigenschaft dazu dquivalent, dass f alternierend ist, d.h. dass (v, v) = o fiir allev € V gilt.
Eine nicht-ausgeartete (Definition 19.15) alternierende Bilinearform nennt man auch eine
symplektische Form. Siehe auch Abschnitt 19.9.1. Eine Sesquilinearform :V x V — K, fiir die
B(v,w) = —o(B(w,v)) fiir alle v, w € V gilt, nennt man anti-hermitesch (oder schiefhermitesch).

Thttps://de.wikipedia.org/wiki/Charles_Hermite
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BEISPIEL 19.14. (1) Fiir jeden Korper K und n € Nist
n
K" x K" = K, ((x)f, 00)}) = > xiyi,

eine symmetrische Bilinearform.

Allgemeiner gilt: Ist A = (a;);j € M,(K) eine symmetrische Matrix (d.h. A' = A oder
konkret ausgedriickt: a; = aj; fiir alle i, j), so ist

K" <x K" =K, ((x)} )h) »—>Zaux,y},
ij=I

eine symmetrische Bilinearform. Mithilfe des Matrizenprodukts konnen wir diese Sum-
me auch schreiben als x'Ay.

(2) Fiir jeden Korper K mit einem Automorphismus ¢ mit 0* = idund n € Nist

K"x K"K, ((x)} () '—>Z (x:) i,

eine hermitesche Sesquilinearform.

Allgemeiner gilt: Ist A = (a;);; € M, (K) eine Matrix, fiir die a; = o(a;) fiir alle i, gilt
(wir nennen spiter solche Matrizen hermitesch, Definition 19.18), so ist

K" XKn_>K7 (xl za(yl Hzal} xl Yj>
ij=1

eine hermitesche Sesquilinearform. Mithilfe des Matrizenprodukts kénnen wir diese
Summe auch schreiben als x*Ay, wobei hier x* den Zeilenvektor (o(x,), ..., 0(x,)) bezeich-
ne.

O

Eine andere wichtige Eigenschaft, die wir fiir Sesquilinearformen betrachten werden, ist die
folgende.

DEFINITION 19.15. Seien V und W Vektorrdume iiber K und 8:V x W — K eine Sesquili-
nearform. Wir nennen f nicht-ausgeartet, wenn fiir alle v, € Vund w, € W die folgenden
beiden Bedingungen erfiillt sind:

(a) falls B(vo,w) = ofiirallew € W, so giltv, = O,
(b) falls B(v,w,) = ofiirallev € V, so gilt w, = 0.

BEISPIEL 19.16. Das Standardskalarprodukt auf C" ist eine nicht-ausgeartete hermitesche
Sesquilinearform (beziiglich der komplexen Konjugation). Das Standardskalarprodukt auf
R" ist eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform. O
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19.2.2. Die Strukturmatrix einer Sesquilinearform. Wie gehabt fixieren wir einen
Korper K mit einem Automorphismus o mit o o o = idg.

Wir verallgemeinern die Notation —*, die wir in Beispiel 19.14 (2) fiir Vektoren benutzt
haben, auf beliebige Matrizen. Es handelt sich um die Kombination von Transposition und
Anwendung des Automorphismus o.

DEFINITION 19.17. Seien m,n € N. Fiir eine Matrix A = (a;);; € Mynxn(K) bezeichnen wir
mit A* € Mpxm(K) die Matrix, die aus der transponierten Matrix A entsteht, indem auf
jeden Eintrag der Automorphismus o angewandt wird.

Firx = (x;); € K" ist dann (wenn wir x als Element von M, ;(K) auffassen) x* der Zeilenvek-
tor (o(xy), ..., 0(xp)). .

Im Fall ¢ = idk ist einfach A* = A! die zu A transponierte Matrix. Wie man leicht sieht, gilt
(AB)* = B*A* , wenn man das Matrizenprodukt AB bilden kann. Insbesondere gilt fiir jede
invertierbare Matrix A € M,(K), dass auch A* invertierbar ist, und dass (A*)™' = (A™")* ist.

Die folgenden Symmetrieeigenschaften werden im weiteren Verlauf eine grofie Rolle spielen.
Wie wir in Kiirze sehen werden, hingen Sie eng mit den entsprechenden Symmetrieeigen-
schaften von Bilinearformen bzw. Sesquilinearformen zusammen.

DEFINITION 19.18. Eine quadratische Matrix A € M, (K) heifit symmetrisch, falls A = A' gilt,
und hermitesch, falls A = A* ist. .

Ahnlich wie Vektorraum-Homomorphismen lassen sich auch Sesquilinearformen durch
eine Matrix beschreiben, wenn man eine Basis des zugrundeliegenden Vektorraums fixiert.
(Man koénnte das auch allgemeiner fiir Sesquilinearformen V x W — K machen, wo also der
Definitionsbereich das Produkt zweier verschiedener Vektorraume sein darf; fiir uns reicht
aber der hier betrachtete Fall aus.)

SATZ 19.19. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und % = (by, ..., b,) eine Basis von V. Die
Abbildung

SLE(V) = My(K), B Mz (B) := (B(bi, by))ijs
ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen. Ferner gilt:

Bezeichne c:V — K" die Koordinatenabbildung. Dann gilt fiir alle B € SLF(V) und allev,w € V:
B(v,w) = cz(v)" Mz (B) ca(w)
Die Matrix M () heifit die Strukturmatrix der Form f (beziiglich der Basis ).

Man nennt die Strukturmatrix manchmal auch die Fundamentalmatrix oder auch die Gram-
Matrix (nach Jorgen Pedersen Gram?, 1850--1916) der Sesquilinearform.

BEWEIS. Esistleicht zu sehen, dass die angegebene Abbildung linear ist. Ihre Umkehr-
abbildung ist die Abbildung, die einer Matrix B die Sesquilinearform

(v, w) = c(v)* Beg(w)

zuordnet. In der Tat: Ist B gegeben, so ist gerade die Formel im Zusatz nachzupriifen, und
diese ergibt sich direkt aus der Definition der Strukturmatrix und der Sesquilinearitét von
. Ist andererseits eine Matrix B = (b;);; gegeben und wird eine Bilinearform g durch die
obige Formel definiert, so gilt

B(bi, bj) = css(bi)* Bey(bj) = eBej = by,
die Strukturmatrix von f ist also gleich B. g

2https://de.wikipedia.org/wiki/J%C3Y%B8rgen_Pedersen_Gram
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Mittels der Entsprechung von Sesquilinearformen und Matrizen lassen sich auch die Eigen-
schaften symmetrisch und hermitesch leicht tibersetzen.

SATZ 19.20. Eine Sesquilinearform :V x V — K ist genau dann hermitesch, falls M () hermitesch
ist.

Im Fall 0 = id erhalten wir: Eine Bilinearform f ist genau dann symmetrisch, falls M iz (B) symmetrisch
ist.

BEWEIS. Das ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Strukturmatrix. O

Ebenso kann man die Eigenschaft, nicht-ausgeartet zu sein, an der Strukturmatrix ablesen.
Dabei sehen wir auch, dass es (im endlichdimensionalen Fall) gentigt, eine der Eigenschaften
(iii), (iv) im folgenden Satz zu verlangen.

LEMMA 19.21. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und % = (by, ..., b,) eine Basis von V.
Sei B eine Sesquilinearform auf V. Dann sind dquivalent:
(i) die Matrix M4 () ist invertierbar,
(ii) die Form f ist nicht-ausgeartet,
(iii) fiir allev # o existiert w € V mit f(v,w) # o,
(iv) fiir allew # o existiert v € V mit f(v,w) # o.

BEWEIs. Wir schreiben zur Abkiirzung B := M 4(B). Nach Definition ist (ii) dquivalent
dazu, dass (iii) und (iv) gelten.
(i) = (iii). Sei B invertierbar, und seiv € V mit c4(v)*Bcg(w) = f(v,w) = ofiirallew € V.
Wegen der Invertierbarkeit von B folgt c4(v)*w = o fiir allew € K", und das ist nur fiir
c%(v) = 0, also nur fiir v = 0, méglich.
Ahnlich zeigt man (i) = (iv). Es folgt also auch (i) = (ii).
Wenn andererseits  die Eigenschaft (iii) hat, so folgt (B*c%(v))* = c%(v)*B # o fiir alle v.

Daher ist B* und damit auch B invertierbar. Damit sehen wir (iii) = (i). Die noch fehlende
Implikation (iv) = (i) zeigt man &hnlich. O

Als nichstes beschreiben wir das Verhalten der Strukturmatrix beim Ubergang zu einer
anderen Basis.

SATZ 19.22 (Basiswechsel). Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und seien 28 = (by, ..., by),
¢ = (cy, ..., cn) Basenvon V. Sei B eine Sesquilinearform auf V. Dann gilt

My (B) = (M%)* M (B) M%
BEWEIS. Das ist eine einfache Rechnung, die auf der Basiswechselformel
cz(v) = MG ey (v)
fiirv € V beruht (Abschnitt I.7.3). Wir schreiben zur Abkiirzung B := M4(f) und C := M« (B).
Damit sehen wir, dass
¢z (v)* Ceg(w) = B(v,w) = cz(v)" Beg(w) = e (v)* (M5)" BM e (w)

fiir alle v, w € V gilt. Daraus folgt die Behauptung, indem manv = ¢;, w = ¢ setzt,i,j =
I,...,n. U

Dass Matrizen B, C wie im obigen Satz dieselbe Sesquilinearform beschreiben, ist eine
Aquivalenzrelation, der wir in der folgenden Definition einen Namen geben:

DEFINITION 19.23. Sein € Nund seien B, C € M,(K). Wir sagen, die Matrizen Bund C seien
kongruent, wenn eine invertierbare Matrix S € GL,(K) mit C = S'BS existiert. Wir sagen, B
und C seien hermitesch kongruent, wenn S € GL,(K) mit C = S*BS existiert. o
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19.2.3. Bilinearformen und der Dualraum. Die Theorie der Bilinearformen ist eng
mit dem Begriff des Dualraums verkniipft (Abschnitt I.7.5). Wir werden am Ende dieses
Abschnitts diskutieren, wie man diese Verbindung auch auf den Fall von beliebigen Sesqui-
linearformen iibertragen kann.

SATZ 19.24. Sei K ein Kérper.
Seien V, W Vektorrdume iiber K. Dann ist die Abbildung
®:BLF(V, W) — Homg(V,WY), B~ (vis (W =K, ws B(v,w))),

ein Isomorphismus von K-Vektorridumen, dessen Umkehrhomomorphismus gegeben ist durch
D(f:V = WY) = (v, w) = f(v)(w)).

BEWEIS. Esistleicht zu iiberpriifen, dass beide Abbildungen linear sind, und dass sie
zueinander invers sind. Zum Beispiel ist ®(®(f)) = f, denn

O(® (f))(v)(w) = © () (v, w) = f(v)(w),

also ®(®'(f))(v) = f(v) € WV fiir allev € V, und folglich handelt es sich bei ®(®'(f)) undf
um dieselbe Abbildung V — WV,

Analog kann man auch den Isomorphismus
(2) ¥:BLF(V,W) — Homg(W, V"), B (wi= (V= K, vis B(v,w))),
betrachten.

Wenn W endlichdimensional ist und man wie iiblich WY mit W identifiziert, dann ist
Y(B) = ®(B)" die duale Abbildung von ®(B). In der Tat ist mit dieser Identifikation ®(B)" (w)
die Abbildung

v O(B)(v)(w) = B(v,w) = ¥ (B)(w)(v),
also ®(B)Y(w) = ¥(B)(w) € V" fiir allew € W. Umgekehrt gilt ®(B) = ¥(B)".

Wir erhalten so eine (etwas) andere Sicht auf die Bedingung, dass f nicht-ausgeartet ist;
vergleiche Lemma 19.21.

SATZ 19.25. Sei V = W endlichdimensional, ® wie im Satz 19.24 und ¥ wie in (2).

Sei :V x V — K eine Bilinearform. Dann sind dquivalent:

(i) Bist nicht-ausgeartet,

(ii) @(P) ist injektiv,

(iii) () ist ein Isomorphismus,
(iv) W(B) ist injektiv.

BEwEIs. Weil ®(f) und ¥() Homomorphismen zwischen endlichdimensionalen Vek-
torrdumen derselben Dimension sind, ist es dquivalent, dass es sich um injektive Homomor-
phismen bzw. um Isomorphismen handelt. Weil ¥(B8) = ®(B)" gilt, ist dann die Aquivalenz
von (ii), (iii) und (iv) klar. Andererseits sind (ii) und (iv) genau die beiden Bedingungen aus
der Definition des Begriffs nicht-ausgeartet (Definition 19.15). O

BEMERKUNG 19.26. Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum und B: V¥ x V — K gegeben
durch (A,v) — A(v), so ist ®(f) gerade die natiirliche Abbildung von V in den Doppeldual-
raum V'V, O
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ERGANZUNG 19.27 (Bilinearformen und Tensorprodukt). Seien K ein Kérper und V, W
Vektorrdaume iiber K. Laut der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts ist eine Bili-
nearform V x W — K »dasselbe« wie eine lineare Abbildung V ®x W — K, genauer: die
Abbildung
Homg(V ®x W,K) — BLF(V, W), ¢ — ¢op,

ist ein Isomorphismus (wobei 8 die natiirliche Abbildung V x W — V @x W bezeichnet).
Diese Sichtweise ist manchmal niitzlich, bringt aber hier keine wesentliche Vereinfachung,
so dass wir im folgenden nicht darauf zuriickgreifen werden.

Sind V und W endlichdimensional, so kann man andersherum mit dem zum obigen Iso-
morphismus dualen Isomorphismus

Veg W= (Veg W)W =BLF(V,W)"Y

identifizieren. Dies ist manchmal eine gute Moglichkeit, das Tensorprodukt V @ W recht
konkret zu beschreiben: Ein Element des Tensorprodukts ist eine Linearform auf dem Raum
aller Bilinearformen V x W — K, ordnet also jeder Bilinearform ein Element von K zu. Fiir
einen Elementartensor v ® w ist dies gerade die Abbildung  +— S(v,w). O Erginzung19.27

BEMERKUNG 19.28. Um in dhnlicher Weise Sesquilinearformen mit dem Dualraum in
Verbindung zu bringen, miissen wir in geeigneter Weise beriicksichtigen, dass diese im
ersten Eintrag semilinear beziiglich des fixierten Automorphismus o von K sind.

Wir definieren dazu ausgehend von einem K-Vektorraum V den Vektorraum V, der in der
folgenden Weise aus V durch Abanderung der Skalarmultiplikation entsteht:

Als additive Gruppe (und insbesondere als Menge) sei V;; gleich V. Die Skalarmultiplikation
definieren wir als

KxVy— Vs (a,v)—a-qsv:=0(a)v,
wobei auf der rechten Seite der Ausdruck o/(a)v im Sinne der Skalarmultiplikation aufV zu
verstehen ist. Es ist leicht, nachzupriifen, dass die Vektorraumaxiome erfillt sind.

Eine Abbildung V — W ist mit dieser Definition genau dann semilinear beziiglich ¢, wenn
sie, als Abbildung V, — W aufgefasst, linear ist. Wenn K = C und o die komplexe Konjuga-
tion ist, schreiben wir auch V statt V,. (Ist 0 = id, so ist einfach V, = V.)

Dann ist fiir eine semilineare Abbildung f:V — W die Abbildung V, — W, v — f(v), eine
lineare Abbildung, denn fiir allea € K, v € V gilt

fla-gv) = f(o(a)v) = o*(a)f (v) = af (v).
Entsprechend ist eine Sesquilinearform V x W — K eine Bilinearform V, x W — K, so
dass man alle Aussagen iiber Sesquilinearformen auf den Fall von Bilinearformen zuriick-
fithren kann (allerdings wird aus einer Sesquilinearform mit Definitionsbereich V x V eine
Bilinearform mit Definitionsbereich V; x V, also mit zwei unterschiedlichen Faktoren, und
deshalb ist es oft doch praktischer, die Sichtweise der Sesquilinearformen zu verwenden).

Ist (b;);cs eine Basis von V, so ist dieselbe Familie (b;);c; auch eine Basis von V;.. Insbesondere
ist V; genau dann endlich erzeugt, wenn das fiir V gilt, und es ist dann dim V,;, = dim V. Ist
f:V — W ein Vektorraum-Homomorphismus, so erfiillt dieselbe Abbildung als Abbildung
Vo — W, ebenfalls die Homomorphismus-Eigenschaft.

Wir kdonnen damit Satz 19.24 in der folgenden Weise auf Sesquilinearformen iibertragen.
SATZ 19.29. Seien V, W Vektorrdume iiber K. Dann ist die Abbildung

®:SLF(V, W) — Homg(Vy, WY), B+ (vis (W = K, w B(v,w))),
ein Isomorphismus von K-Vektorridumen, dessen Umkehrhomomorphismus gegeben ist durch

O:(f:Ve = WY) = (v, w) = f(v)(w)).
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Das folgt aus Satz 19.24, indem man SLF(V, W) mit BLF(V,,, W) identifiziert. Alternativ
kann man auch den Beweis von Satz 19.24 »wiederholen«.

Oft kann man, statt diese Konstruktion und Satz 19.29 zu verwenden, direkte Argumente
benutzen (und zum Beispiel mit der Strukturmatrix arbeiten), zum Beispiel bei der Dis-
kussion der adjungierten Abbildung, siehe Abschnitt 19.2.5. Der Beweis von Satz 19.32 ist
andererseits ein Beispiel, wo die hier erklirte Sichtweise sehr niitzlich ist und sich nicht so
leicht ersetzen lésst.

Auch Satz 19.25 gilt dann ganz analog.
Entsprechend kann man die Abbildung

(3) Y:SLE(V, W) — Homg(W,V)), B~ (wr (Vo =K, v B(v,w))),
betrachten. Es ist dann ¥(B) = ®(B)" die duale Abbildung von ®(8), wenn man W"" wie
ublich mit W identifiziert. O

19.2.4. Das orthogonale Komplement eines Untervektorraums. Sei wie oben K
ein Korper mit einem Automorphismus ¢ mit 0 o o = idg. Sei V ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum und sei 8 eine hermitesche Sesquilinearform (beziiglich o) auf V.

Wir haben fiir den R-Vektorraum R" (mit dem Standardskalarprodukt) bereits definiert,
wann zwei Vektoren zueiander senkrecht genannte werden sollen. Diese Definition {iber-
tragt man auf den allgemeinen Fall eines Vektorraums mit einer hermiteschen Sesquiline-
arform. So niitzlich die Definition ist, so wichtig ist es zu beachten, dass sie nur teilweise die
geometrische Intuition reflektiert. Zum Beispiel gibt es durchaus (auch nicht-ausgeartete)
hermitesche Formen, fiir die Vektoren v # o existieren, die zu sich selbst orthogonal im
Sinne dieser Definition sind.

DEFINITION 19.30. Sei V ein K-Vektorraum mit einer hermiteschen Sesquilinearform f.

Wir nennen Vektoren v,w € V zueinander orthogonal (oder: senkrecht) beziiglich §, wenn
B(v,w) = o gilt. Wir schreiben dann v L w. -

Da B als hermitesch vorausgesetzt wird, sind fiir v, w € V die Eigenschaftenv | wundw L v
dquivalent.

DEFINITION 19.31. Seif eine hermitesche Form auf V und sei U C V ein Untervektorraum.
Dann nennen wir den Untervektorraum

Ut :={veV;B(vu) =ofiralleuc U} CV

das orthogonale Komplement (oder den Senkrechtraum)von U. =

Trotz der Bezeichnung ist U+ im allgemeinen kein Komplementdirraum zu U. Im Extremfall
B(v,w) = o fiir alle v, w ist zum Beispiel V- = V! Selbst wenn 8 nicht-ausgeartet ist, kann
der Schnitt von U und U+ nicht-trivial sein (suchen Sie ein Beispiel dafiir!). Immerhin hat
man dann aber die folgende Dimensionsformel:

SATZ 19.32. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f eine nicht-ausgeartete hermitesche Form
auf'V.Sei U C V ein Untervektorraum. Dann gilt

dim(U) + dim(U™t) = dim(V).
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BEwEIs. Mithilfe des Dualraums ist es einfach, den Satz zu beweisen. Wir betrachten
die Abbildung ®(f) wie in Satz 19.29. (Fiir den Fall einer Bilinearform kann man sich auf die
etwas einfachere Formulierung zu Beginn von Abschnitt 19.2.3 zuriickziehen.)

Im Fall von Sesquilinearformen benutzen wir den Vektorraum V,, der als Menge (und als
additive Gruppe) mit V iibereinstimmt, aber eine modifizierte Skalarmultiplikation hat.
Da V und V, als Mengen tibereinstimmen, ist eine Teilmenge von V dasselbe wie eine Teil-
menge von V,. Eine Teilmenge von V ist genau dann ein Untervektorraum von V, wenn
es sich um einen Untervektorraum von V,; handelt, und in diesem Fall haben diese beiden
Untervektorrdume dieselbe Dimension. Wir wenden diese Bemerkung an auf Ut cv.

Da 8 nicht-ausgeartet ist, ist ®() ein Isomorphismus. Es gilt
®(B)(UL) = {1 e VY; A(u) = ofiiralleu € U},

es handelt sich also hier gerade um den Kern der Einschrinkungsabbildung V¥V — U,
A = Ajy. Da die Einschrinkungsabbildung surjektiv ist, folgt wie gewiinscht

dim(U+t) = dim(®(B)(U+)) = dim(VY) — dim(U") = dim(V) — dim(U).
0

Im Fall des Standardskalarprodukts auf R” oder auf C", und allgemeiner im Fall von positiv
definiten hermitschen Sesquilinearformen gilt stets U N U = o. Dann ist die Situation
etwas einfacher und insbesondere folgt aus dem Satz, dass sogar U @ U = V gilt. In diesem
Fall ist also das orthogonale Komplement tatséchlich ein Komplementarraum.

KOROLLAR 19.33. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f eine nicht-ausgeartete hermitesche
Formauf'V. Sei U C V ein Untervektorraum. Dann gilt (U+)+ = U.

BEwWEIs. Es ergibt sich direkt aus der Definition, dass U C (U+)' gilt. Wegen des
vorhergehenden Satzes haben auferdem U und (U~+)* dieselbe Dimension. 0

19.2.5. Die adjungierte Abbildung eines Endomorphismus. Seiwie oben K ein Kor-
per mit einem Automorphismus ¢ mit ¢ o ¢ = idg. Sei V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum und sei f§ eine hermitesche Sesquilinearform (beziiglich o) auf V.

Ist g:V — V ein Endomorphismus, so ist die Abbildung
By:V x V=K, (v,w) = B(v,9(w)),

ebenfalls eine Sesquilinearform. Ist f nicht-ausgeartet, so hat andererseits jede Sesquilinear-
form auf V diese Form, wie der folgende Satz zeigt.

SATZ 19.34. Sei  eine nicht-ausgeartete Sesquilinearform auf dem endlichdimensionalen Vektorraum
V. Dann ist die Abbildung

Endg (V) — SLE(V), g+ B,

mit By(v,w) = B(v, g(w)) ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

BEWEIS. Esistleichtzusehen, dassdie Abbildung linearist. Wir wissen wegen Satz19.19,
dass der K-Vektorraum SLF(V) Dimension (dim V)? hat, ebensowie Endg (V). Weil beide Sei-
ten dieselbe Dimension haben, geniigt es zu zeigen, dass die Abbildung injektiv ist. Sei g ein
Endomorphismus von V, fiir den 8, die Nullabbildung ist. Ist w € V, soist also f(v,g(w)) = 0
fiir alle v € V. Weil B nicht-ausgeartet ist, folgt g(w) = o. Das gilt fiir allew € V, folglich ist g
die Nullabbildung. O
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BEMERKUNG 19.35. Alternativkann man den Satz auch beweisen, indem man Endomor-
phismen und Sesquilinearformen durch Matrizen beschreibt. Denn ist % eine Basis von V
und ist E die Abbildung

E:Mn(K) = My(K), M — My(BM,

so erhalten wir ein kommutatives Diagramm

Endg (V) —— SLE(V)

! l

M,(K) —=— M,(K),

wobei die linke vertikale Abbildung durch g — M?g, (9), die rechte vertikale Abbildung durch
Y — Mg(y) und die obere horizontale Abbildung durch g — B, gegeben ist. Weil  nach
Voraussetzung nicht-ausgeartet ist, ist M » () invertierbar und folglich E ein Isomorphismus.
Weil die vertikalen Abbildungen ebenfalls Isomorphismen sind, folgt auch auf diesem Weg,
dass die Abbildung g — B, ein Isomorphismus ist. O

Analog kann man einem Endomorphismus f von V die Sesquilinearform (v, w) — B(f(v), w)
zuordnen. In dieser Weise erhélt man eine bijektive semilineare Abbildung Endg (V) —
SLE(V).

Wir wollen nun voraussetzen, dass  hermitesch sei. Man bréuchte das im folgenden Satz
noch nicht unbedingt, sollte dann aber zwischen links- und rechtsadjungierter Abbildung
unterscheiden. Wir beschranken uns hier deshalb auf den einfacheren Fall.

SATZ 19.36. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einer nicht-ausgearteten hermiteschen
Sesquilinearform B. Seif € Endg (V). Dann existiert ein eindeutig bestimmter Endomorphismus g von
V, sodass fiir allev, w € V gilt:

ﬁ(f(v>7 W) = ﬂ(V, g(W))
Es heifst g die zu f adjungierte Abbildung; wir bezeichnen die adjungierte Abbildung zu f mit f*.

BEwEIs. Existenz und Eindeutigkeit von g folgen direkt aus Satz 19.34.

Wir wollen die adjungierte Abbildung noch konkret in Termen der Strukturmatrix von 8
und der darstellenden Matrix von f beschreiben, wenn eine Basis % von V gewihlt ist.

Sei B = My(B), also B(v,w) = v*Bw,und A = M7 (f) die darstellende Matrix von f beziiglich
dieser Basis. Dann gilt

B (v),w) = co(f (v))"Bess(w) = c.5(v)"(A"B)css(w) = c.5(v)"B(BA"B)cs(w),

also hat die Abbildung mit darstellender Matrix B"'A*B die gewiinschte Eigenschaft. Wegen
der Eindeutigkeit der adjungierten Abbildung erhalten wir

MZ(f*) = B"'A*B = My (B) "M% (f)" M ().
O
Ist # eine Basis, fiir die M (B) = E, gilt (n = dim(V)), so vereinfacht sich die Formel am

Ende des Satzes weiter zu M7 (f*) = M7 (f)*. Fiir die Standardskalarprodukte auf C" und
auf R" hat die Standardbasis diese Eigenschaft. Siehe auch Abschnitt 19.5.
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BEMERKUNG 19.37. Mit Satz 19.24 bzw. Satz 19.29 kdnnen wir die adjungierte Abbildung
zu f folgendermafien beschreiben. Sei p = ¥(B) die Abbildung V. — VY w — (v —
B(v,w)), vergleiche (2) bzw. (3). Weil B nicht-ausgeartet ist, handelt es sich bei ) um einen
Isomorphismus. Dann gilt

fHw)(v) = p(w)(f(v)) = B (v), w) = B(v.f"(w)) = $(f*(w))(v)

fiir allev € V,, die Elemente fV (¢(w)) und $(f*(w)) von V,/ stimmen also iiberein. (Hier ist
fV:Vy — V. die Abbildung A — A o f, also die duale Abbildung der Abbildung f:V, — V.
Es ist leicht nachzupriifen, dass es sich bei f um eine lineare Abbildung V, — V,; handelt.
Folglich ist auch die Abbildung f ein Homomorphismus V/ — V)

Wir kénnen das als ein kommutatives Diagramm

v vy

bl
v vy

zusammenfassen. Mit anderen Worten gilt

fr=gofY o,
Wenn wir also mittels des Isomorphismus i den Dualraum V,/ mit V identifizieren, dann
»ist« f* nichts anderes als die zu f duale Abbildung, betrachtet als Endomorphismus von V.

O

Wir halten nun noch einige Eigenschaften der adjungierten Abbildung fest.

SATZ 19.38. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einer nicht-ausgearteten hermiteschen
Form .

(1) Die Abbildung Endg (V) — Endg(V), f +— f*, ist semilinear und bijektiv. Sie ist ihre eigene
Umkehrabbildung, d.h. es gilt (f*)* = f fiir alle f.
(2) Esgiltid® = idund (f 0 g)* = g* of* fiirallef ,g € Endg (V).
(3) Esgilt
Ker(f*) = (Imf)~,  Im(f*) = (Kerf)",
undrgf =rgf™.

BEWEIS. zu (I). Die Vertraglichkeit mit der Addition rechnet man unmittelbar nach. Um
die adjungierte Abbildung von af auszurechnen, rechnen wir (fiirv,w € V)

Blaf (v), w) = a(@)B(f(v),w) = o(a)B(v.f*(w)) = B(v,o(a)f*(w)),

und daran konnen wir ablesen, dass (af )* = o(a)f* gilt. Um die Gleichheit (f*)* = f zu
zeigen, benutzen wir, dass die betrachtete Form hermitesch ist. Damit erhalten wir

B (v),w) = a(B(w.f*(v))) = a(B(f(w),v)) = B(v.f(w))
fiir v,w € V,und das bedeutet genau, dass (f*)* = f gilt.

zu (2). Es ist klar, dass id* = id gilt. Die Aussage iiber die Verkettung folgt aus einer leichten
Rechnung.

zu (3). Wir haben, weil die Form nicht-ausgeartet ist,

w € Ker(f*) & (v,f*(w)) = ofiirallev < (f(v),w) = ofiirallev < w € Im(f)*.
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Die Inklusion Im(f*) C (Ker f)* kann man durch eine dhnliche Rechnung iiberpriifen, die
andere Inklusion ist aber nicht so leicht direkt zu zeigen. Man kann entweder erst Teil (3) be-
weisen und dann mit der Dimension argumentieren, oder Teil (1) auf den Endomorphismus
f* anwenden. Das liefert

Ker(f**) = Im(f*)*,
wegen f** = f und nach Ubergang zum orthogonalen Komplement wegen Korollar 19.33
also

Ker(f)" = Im(f*)"* = Im(f"),
wie gewiinscht.

Dass rg(f*) = rg(f) gilt, folgt dann aus Teil (1) mit Satz 19.32 und der Dimensionsformel fiir
lineare Abbildungen. O

Die Gleichheit (f*)* = f konnen wir auch so ausdriicken, dass nicht nur (f (v), w) = (v, f*(w))
gilt (wie in der Definition der adjungierten Abbildung verlangt), sondern auch (v,f(w)) =
(f*(v), w). Wir kénnen also f »sowohl vom linken ins rechte als auch vom rechten ins linke
Argument verschieben« und dabei in beiden Fillen durch die gleiche Abbildung f* ersetzen.
Hierfiir ist es wichtig, dass wir mit einer hermiteschen Form arbeiten.

Eine besonders interessante Situation ist die, dass ein Endomorphismus f mit seiner adjun-
gierten Abbildung iibereinstimmt:

DEFINITION 19.39. Sei V ein Vektorraum mit einer nicht ausgearteten Sesquilinearform.
Ein Endomorphismus f von V heifit selbstadjungiert, falls f = f* gilt. —

Wir werden diese Eigenschaft spiter genauer untersuchen und unter anderem sehen (Spek-
tralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen, Theorem 19.107), dass jeder Endomorphis-
musvon R", der beziiglich des Standardskalarprodukts selbstadjungiert ist, diagonalisierbar
ist. Oder in Termen von Matrizen ausgedriickt: Jede symmetrische Matrix {iber den reellen
Zahlen ist diagonalisierbar!

19.3. Symmetrische Bilinearformen, quadratische Formen *

Auf symmetrische Bilinearformen gibt es noch eine andere Sicht, die hier wenigstens kurz
erwihnt werden soll. Im gesamten Abschnitt 19.3 fixieren wir einen Kérper K,indem 1+1 # o
gilt.

DEFINITION 19.40. Sei V ein K-Vektorraum. Eine quadratische Form auf V ist eine Abbildung
qV =K

mit den folgenden beiden Eigenschaften:

(a) g(av) = a*q(v) firalleac K,v € V,

(b) die Abbildung

(v, w) = q(v+w) —q(v) — g(w)
ist eine Bilinearform V x V — K.
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SATZ 19.41. Sei V ein K-Vektorraum. Ist B eine symmetrische Bilinearform auf V, so ist die Abbildung
vi= B(v,v)
eine quadratische Form auf V.

Ist q eine quadratische Form auf'V, so ist die Abbildung

I
(v, w) = (v +w) —q(v) —q(w))
eine symmetrische Bilinearform.

Diese beiden Konstruktionen sind zueinander invers, liefern also eine Bijektion zwischen der Menge der
symmetrischen Bilinearformen auf 'V und der Menge der quadratischen Formen auf'V.

BEISPIEL 19.42. Seiena,, ...,a, € K. Dann ist die Abbildung
Kn — K, (x,')l' — Zaixiz,

eine quadratische Form auf K". Wir bezeichnen diese Form mit [a,, ..., a]. Die Strukturmatrix
der zugehorigen Bilinearform beziiglich der Standardbasis ist diag(ay, ..., a,). O

Ist q eine quadratische Form, so kann man fiir a € K die Teilmengen

{veV;iqv)=a}
betrachten. Fiir K = R und V = R? erhilt man so die sogenannten Kegelschnitte, d.h. kon-
kret: Ellipsen, Hyperbeln, Parabeln, und als »ausgeartete Fille« Geraden oder zwei sich
schneidende Geraden.

SATZ 19.43. Sei K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f eine symmetrische
Bilinearform auf V. Dann existiert eine Basis 2 von V, so dass M () eine Diagonalmatrix ist.

Wir nennen % dann eine Orthogonalbasis fiir B (denn je zwei verschiedene Vektoren von % sind
zueinander orthogonal).

Ist K algebraisch abgeschlossen und f eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform,
dann kann man sogar stets eine Basis % finden, so dass M4 (f) die Einheitsmatrix ist.

DEFINITION 19.44. Ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V zusammen mit einer qua-
dratischen Form q heifit ein quadratischer Raum. —

DEFINITION 19.45. Seien (Vy,q;) und (V,,q,) quadratische Rdume iiber K. Ein Vektorraum-
Isomorphismus f:V; — V, heif3t eine Isometrie der quadratischen Rdume (Vy, q,), (V2,42),
wenn g, (f (v)) = q:(v) furallev € V gilt.

Wenn eine solche Isometrie existiert, dann schreiben wir auch (V,, g;) = (V,, q,). =

Mit dieser Definition konnen wir Satz 19.43 folgendermaflen ausdriicken: Ist (V, g) ein qua-
dratischer Raum, n = dim(V),soexistierenay, ..., a, und eine Isometrie (V, q) = (K", [ay, ..., an)).
Ist K algebraisch abgeschlossen, so existiert zu jedem quadratischen Raum (V, g) eine (ein-
deutig bestimmte) Zahl r mit (V,q) = (K", [1, ..., 1, 0, ..., 0]) mit r Einsen und n — r Nullen.
Das kann man so lesen, dass iiber algebraisch abgeschlossenen Kérpern die Theorie der
quadratischen Formen eher langweilig ist.

Es ist tiblich und praktisch, noch kiirzer einfach [ay, ..., a,] statt (K", [ay, ..., ay]) zu schreiben.
Entsprechend schreiben wir

g, ..., an] = [by, ..., byl,
wenn eine Isometrie zwischen diesen quadratischen Raumen existiert. Das ist dazu gleich-
bedeutend, dass die Matrizen diag(ay, ..., a,) und diag(by, ..., b,) kongruent sind.
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BEISPIEL 19.46. Sinda,b € K* mita + b # 0, so gilt
la,b] = [a + b,ab(a + b)].

Diesen Isomorphismus nennt man auch die Wittsche Relation (nach Ernst Witt?). O

SATZ 19.47 (Kiirzungssatz von Witt). Seien1 < k < nund seiena,, ..., an, by, ...by € K*.

Wenn [ay, ...,a,] = [by, ..., by| und [ay, ..., a,] = [by, ..., by] gilt, dann folgt [ay,. 1, ..., an] = [bp 1, ..., bn]

Man kann auch eine Variante dieses Satzes von Witt fiir Sesquilinearformen zeigen.

ERGANZUNG 19.48. Besonders interessant ist es, die Theorie der quadratischen Formen mit
zahlentheoretischen Fragen (und Methoden) zu kombinieren. Ein Beispiel ist der beriihmte
Satz von Hasse und Minkowski, aus dem die folgende schlagende Aussage folgt:

Sein > 5undseienay,...,a, € Q*. Sei g die quadratische Form
n
t
(Xpy ooy X)) > Zaixf.
i=1

Wir kdnnen q als quadratische Form auf Q" oder auf R" betrachten.

Dann sind dquivalent:

(i) Esexistiertx € Q", x # o, mitq(x) = o.
ii) Esexistiertx € R", x # 0, mit g(x) = o.
q

(iii) Es existieren i undj mita; > ound a; < o (d.h. die zu g gehorige nicht-ausgeartete
symmetrische Bilinearform ist indefinit, Definition 19.49).

Die Aquivalenz von (ii) und (iii) ist sehr leicht zu zeigen, aber die Aquivalenz zu (i) ist we-
sentlich schwieriger. Literatur: ]. P. Serre, A course in arithmetic, Springer Graduate Texts in
mathematics 7, 1973. O Ergénzung 19.48

19.4. Bilinearformen und Sesquilinearformen iiber den reellen und den komplexen
Zahlen

Auch wenn der Begriff der Bilinearform iiber beliebigen Kérpern von Interesse ist, werden
wir im folgenden den Fall K = R in das Zentrum unserer Betrachtungen stellen. Wie oben
ausgefiihrt ist es wiinschenswert und moglich (mit dem Begriff der Sesquilinearform), auch
den Korper C miteinzubeziehen.

Derwesentliche Unterschied zur allgemeinen Situation ist, dass R ein »angeordneter Korper«
ist, bei dem wir iiber positive und negative Elemente sprechen konnen. Fiir eine hermitesche
Sesquilinearform f beziiglich der komplexen Konjugation auf einem C-Vektorraum V gilt
wegen (v, v) = B(v,v), dass B(v,v) € Rist fiir allev € V, so dass auch in diesem Fall eine
Verbindung zu den reellen Zahlen existiert.

Im folgenden schreiben wir K fiir den Grundkorper und vereinbaren, dass damit eine der
folgenden beiden Situationen gemeint ist.

e K = Rund o = idg, d.h. wir betrachten Bilinearformen auf reellen Vektorrdumen,
e K = Cund o ist die komplexe Konjugation, und wir betrachten Sesquilinearformen
(beziiglich o) auf C-Vektorraumen.

3https://de.wikipedia.org/wiki/Ernst_Witt
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Da der Begriff der Bilinearform ein Spezialfall des Begriffs der Sesquilinearform (ndmlich
fur ¢ = id ist), benutzen wir in der Regel den Begriff Sesquilinearform, um beide obi-
gen Fille simultan abzuhandeln. Entsprechend ist fiir einen R-Vektorraum V das Symbol
SLF(V) als der Raum der Bilinearformen V x V — R zu verstehen, und eine hermitesche
Sesquilinearform ist dann eine symmetrische Bilinearform.

Fiir eine komplexe Zahl a € C verwenden wir die Notation ¢ > 0 mit der Bedeutung »a € R
und @ > o«. Wie oben schon bemerkt, gilt fiir eine hermitesche Sesquilinearform f auf
einem C-Vektorraum V und v € V stets gilt: B(v,v) € R.

Oft schreiben wir eine Bilinearform oder Sesquilinearform auch einfach als (-,+), d.h. der
Wert der Form fiir Vektoren v, w wird mit (v, w) € K bezeichnet.

DEFINITION 19.49. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, und sei § eine hermit-
esche Sesquilinearform auf V.

(1) Die Form f heif3t positiv definit, wenn fiir allev € V \ {o} gilt: B(v,v) > o.
(2) Die Form B heifit positiv semidefinit, wenn fiir alle v € V gilt: (v, v) > o.
(3) Die Form B heifit negativ definit, wenn fiir allev € V \ {o} gilt: B(v,v) < o.
(4) Die Form B heifit negativ semidefinit, wenn fiir alle v € V gilt: B(v,v) < o.

)

(5) Die Form f heifit indefinit, wenn f weder positiv semidefinit noch negativ semidefinit ist,
alsowennesv,w € Vmit f(v,v) > ound f(w,w) < o gibt.

Eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform heif3t auch Skalarprodukt auf V.

Ein endlichdimensionaler R-Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt heif3t euklidi-
scher Vektorraum, ein endlichdimensionaler C-Vektorraum mit einem Skalarprodukt heif3t
unitdrer Vektorraum. =

BEISPIEL 19.50. (I) Das Standardskalarprodukt auf R" ist ein Skalarprodukt im Sinne
dieser Definition, und R" zusammen mit dem Standardskalarprodukt ist ein euklidischer
Vektorraum. Ebenso ist das Standardskalarprodukt auf C" ein Skalarprodukt im Sinne
dieser Definition, und C" zusammen mit dem Standardskalarprodukt ist ein unitarer
Vektorraum.

(2) Sei B eine Sesquilinearform auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V mit
Strukturmatrix

My (B) = diag(as, ..., an),
wobei % irgendeine Basis von V ist.

Dann ist  hermitesch genau, wenn a; € R fiir allei = 1, ..., n gilt; das wollen wir im
folgenden voraussetzen.
Es gilt

e fBpositivdefinit <« a; > ofiirallei,

e fpositivsemidefinit <« a; > ofiirallei,

e fnegativdefinit <« a; < ofiirallei,

e fnegativsemidefinit < a; < ofiirallei,

e Bindefinit <« esexistiereni,jmita; > 0,q; <o.

Gelegentlich benutzen wir die Begriffe positiv definit, positiv semidefinit, usw. auch fiir Matrizen,
und zwar im Sinne der folgenden Definition.



162 19. BI- UND SESQUILINEARFORMEN, EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKORRAUME

DEFINITION 19.51. Sei A € M,(K) hermitesch. Wir sagen, die Matrix A sei positiv definit,
wenn v*Av > o fiir alle v # o gilt, also wenn die hermitesche Sesquilinearform f mit
Mg (B) = A die entsprechende Eigenschaft hat. (Hier sei & die Standardbasis von K".)

Entsprechend kann man positiv semidefinite, negativ definite, negativ semidefinite und indefinite
Matrizen definieren. .

Eine unserer Aufgaben wird im folgenden sein, den Begriff »positiv definit« besser zu
verstehen und insbesondere Kriterien zu entwickeln, wie man auch fiir Matrizen, die nicht
Diagonalform haben, nachpriift, ob die zugehorige Sesquilinearform positiv definit ist.

Das folgende Lemma gibt eine geometrische Interpretation des Skalarprodukts. Wir ver-
wenden dort schon die Schreibweise ||v|| = +/(v, v) (fiir Vektoren v in einem Vektorraum
mit Skalarprodukt (-,-)), die wir erst etwas weiter unten formal definieren. Die Definition ist
sinnvoll, weil (v, v) > o gilt, und die nicht-negative reellen Zahl ||v|| sollte als die Linge des
Vektors v (beziiglich des gegebenen Skalarprodukts) interpretiert werden.

LEMMA 19.52. Sein € N. . Sei (V, (-,-)) ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt.

Seienv,w € V,v,w # 0.Sei U C V ein Untervektorraum der Dimension 2, der v und w enthilt. (In
dem interessanteren Fall, dass das System v, w linear unabhdngig ist, gilt also U = (v, w).)

Seiv' € U ein Vektor # o, sodass (v,v') = o gilt. Dann ist v, v’ eine Basis von U.

Seip:U — (v) die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit p(v) = v, p(v') = 0, also die Projektion
der Ebene U auf die Gerade (v).

Dann gilt (v, w) = (v, p(w)) und
[, w)| = |, p(w))[ = [|v]] [Ip(w)]-

Siehe Abschnitt I.11.2.3 fiir eine noch etwas prizisere Version im Fall K = R (in diesem Fall
ist (v, w) schon bis auf das Vorzeichen durch |(v, w)| bestimmt) und ein Bild im Fall V = R2.

BEWEIS. Dass v mit v L v iiberhaupt existiert, folgt daraus, dass das orthogonale
Komplement von (v) in U Dimension 1 hat (Satz 19.32). In diesem Fall kann man auch leicht
ein direktes Argument geben: Ist v, v” eine Basis von U, so konnen wir

b
b (V,V )
T o)
setzen. Wegen v # o giltja (v,v) # 0. Esist dann
b
N o A (V,V ) o
(V,V ) - (V,V ) (V,V) (V,V) o

Es ist geometrisch-anschaulich klar, dass v und v’ linear unabhingig sind. Weil (v, av) =
a(v,v) # ofiirallea # ound (v,v') = o gilt, sehen wir auch formal, dass v’ kein Vielfaches
von v ist.

Wir schreiben w = av 4 a'v'. Dann gilt p(w) = avund wegen (v,v') = o, dass
(v,w) = (v, p(w)) = alv|*
und
lp(w)[| = Vaa |v]|= |a| |[v].
Daraus folgt die Behauptung. 0
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Es ist von der geometrischen Anschauung her klar, dass in der Situation des Lemmas die
Ungleichung ||p(w)|| < ||w||, und das ldsst sich auch leicht direkt nachrechnen: Mit derselben
Notation wie im Lemma gilt

lpw)| = lal |[v]] < \/(Ial vl =+ (

weil (v,v') = (v',v) = oist.

’

a

’

v

> = \Jlav,av) + (@v.av) = w,

Nach dem Lemma ist die Ungleichung ||p(w)|| < ||w|| dquivalent zu

(v, W) < [P [w]f* = (v,v) (w, W)
In dieser Form nennt man diese wichtige Ungleichung die Ungleichung von Cauchy und Schwarz.
Siehe auch Abschnitt I.11.2.3 fiir einen anderen Beweis (dort im Fall K = R), den wir nun

verallgemeinern wollen. Die Ungleichung gilt nimlich auch, wenn statt eines Skalarprodukts
eine positiv semidefinite hermitesche Sesquilinearform zugrundegelegt wird.

SATZ 19.53 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei (-, ) eine positiv semi-definite hermitesche
Sesquilinearform auf dem K-Vektorraum V. Dann gilt fiir allev,w € V:

(v, w)* < (v, v)(w, w).

Ist die gegebene Form sogar positiv definit, so gilt in der Ungleichung genau dann die Gleichheit, wenn v
und w linear abhdngig sind.

BEWEIS. Wir beweisen zuerst die Ungleichung selbst und diskutieren am Schluss, wann
Gleichheit eintreten kann. Fiir allea € K gilt

o< (v—aw,v—aw) = (v,v) —a(v,w) —a(w,v) + aa(w, w).

Ist (w,w) > 0, so kénnen wira = ((“:‘:)) setzen und erhalten wegen (w, v) = (v, w), dass

(w,v)(v,w)  (v,w)(w,v)  (w,v)(v,w)

o< (v,v) — wow) T (ww) + (w, w) = (v,v) —

(w,v)(v,w)
(w, w)

)

nach Multiplikation mit (w, w) also

(v, w)

und das ist die Ungleichung aus dem Satz.

|2 = (V,W)(W,V) < (V,V)(W,W),

Es ist auch klar, dass wir gegebenenfalls v und w vertauschen konnen, um die Ungleichung
zu zeigen. Daher ist nun nur noch der Fall (v,v) = (w,w) = o0 abzuhandeln. Ist die Form
(-,+) positiv definit, dann wiirde daraus v = w = o folgen, und es wire nichts mehr zu tun.
Im allgemeinen Fall kénnen wir aber dhnlich wie oben vorgehen, indem wir nuna = (w, v)
setzen. Dann haben wir

o< (V7 V) - (W7 V)(V, W) - (V, W)(W, V) + ’(V, W)’Z(W, W) = —Z(V, W)(W, V) = _2‘(‘)7 W)|2
Da die rechte Seite nicht positiv sein kann, folgt | (v, w)| = 0, und wir sind auch in diesem
Fall fertig.

Es ist leicht zu sehen, dass fiir linear abhéngige Vektoren v, w die Gleichheit gilt. Sei nun
die gegebene Sesquilinearform positiv definit und gelte |(v,w)|* = (v,v)(w, w). Sei ohne

Einschrinkung w # o, also (w,w) > o und wiedera = ((‘:"‘;)) . Wir sehen dann mit einer

dhnlichen Rechnung wie oben, dass
(v—aw,v—aw) =0

gilt, und weil wir im positiv definiten Fall sind, folgt daraus v = aw, also insbesondere, dass
v, w linear abhéngig sind. O

KOROLLAR 19.54. Sei (-, ) eine positiv semi-definite hermitesche Sesquilinearform auf dem endlichdi-
mensionalen K-Vektorraum V. Dann ist dquivalent:
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(i) (-,-) ist nicht-ausgeartet,
(ii) (-,-) ist positiv definit.
BEWEIS. Seidie gegebene Form positivsemi-definit und nicht-ausgeartet.Istv € V,v #
0, so existiert w € V mit (v, w) # o, weil die Form nicht-ausgeartet ist. Aus der Ungleichung

von Cauchy-Schwarz folgt dann sofort, dass (v, v) # o gilt. Zusammen mit der Abschétzung
(v,v) > o, die gilt, weil die Form nach Voraussetzung positiv semidefinit ist, folgt (v,v) > o.

Andererseits ist klar, dass eine positiv definite Form nicht-ausgeartet ist, wenn es gilt ja

(v,v) # o(sogar > o) fiir alle v # o. O

DEFINITION 19.55. Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -) (oder allgemeiner mit
einer positivsemi-definiten hermiteschen Sesquilinearform). Dann definieren wir die Léinge
(oder Norm) eines Vektors v € V als

vl = (v, v).

(Beachte, dass (v,v) € R ist. Unter der Quadratwurzel verstehen wir die eindeutig be-
stimmte nicht-negative Quadratwurzel.) .

Die so definierte Normabbildung V — R, hat offensichtlich die Eigenschaften
lav]| = la| V], a€K,veV,
und im positiv definiten Fall

v|=0 <= wv=o0, veV.

Eine weitere wichtige Eigenschaft ist die sogenannte Dreiecksungleichung.

KOROLLAR 19.56 (Dreiecksungleichung). Sei V ein euklidischer/unitdrer Vektorraum mit Skalar-
produkt (-, -). Fiir allev,w € V gilt

v+ wll < [l + [lwl|

BEWEIS. Seien v, w in V gegeben. Es geniigt, die Abschitzung fiir die Quadrate der
beiden Seiten zu zeigen, da es sich um nicht-negative reelle Zahlen handelt. Das Quadrat
der linken Seite ist

v+ w,v+w)=(v,v)+ (v,w) + (W,v) + (w, w),
das Quadrat der rechten Seite ist

(v,v) + 2[v] - [[w]| + (w, w)

Nun ist (v,w) + (w,v) = (v,w) + (v, w) gerade das Zweifache des Realteils Re((v,w)) der
komplexen Zahl (v, w). Fiir jede komplexe Zahl z gilt Re(z) < |z|.

Es folgt
(v, w) + (w,v) < 2|(v, w)[< 2] - [[w],

wobei wir im zweiten Schritt die Ungleichung von Cauchy und Schwarz benutzt haben. Das
ergibt die Behauptung. 0

Der Name »Dreiecksungleichung« kommt von der Interpretation, dass in jedem Dreieck
die Summe der Lingen zweier Seiten grofier als die Lange der dritten Seite ist (oder gleich,
wenn alle drei Ecken auf einer Geraden liegen). Wir schreiben wieder d(x, y) := ||y — x|| fiir
den »Abstand« zwischen x und y. Sind u, v, w die Eckpunkte eines Dreiecks, so gilt

d(u,v) +d(v,w) = [[v—ul + [lw—v[ > [[v —u+w —v[]| = d(u,w).
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Wir haben bereits definiert, wann zwei Vektoren (in einem Vektorraum mit einer hermi-
teschen Sesquilinearform) zueinander orthogonal genannt werden. Die Ungleichung von
Cauchy-Schwarz erlaubt es uns nun auch, in einem euklidischen Vektorraum den Winkel
zwischen zwei Vektoren zu definieren.

DEFINITION 19.57. (I) Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, ). Wir nennen Vekto-
renv,w € V orthogonal zueinander, wenn (v, w) = o gilt.

(2) Sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (-, ). Der Winkel zwischen zwei
Vektoren v, w € V ist die eindeutig bestimmte reelle Zahl § € [0, 7], fiir die gilt

(v, w)

cosd = ———.
]|+ [lwl]

Fiir die Definition des Winkels ist hier zu bemerken, dass die Ungleichung von Cauchy-
Schwarz gerade besagt, dass
(v, w)
-1 < ——— <1
= vl flwll

gilt, so dass die Definition sinnvoll ist. Weil § = 7 die (einzige) Nullstelle von cos im Intervall
[0, ] ist, sehen wir auch, dass zueinander orthogonale Vektoren im Sinne von Teil (1) der
Definition einen rechten Winkel -- also 7 / 2 bzw. 90° -- bilden. Mit Lemma 19.52 kann man
die obige Definition des Winkels leicht zusammenbringen mit der elementargeometrischen
Definition des Kosinus als dem Verhiltnis der Lingen von Ankathete und Hypotenuse
im rechtwinkligen Dreieck. Siehe Abschnitt I.11.5 fiir eine ausfiihrlichere Diskussion des
Winkelbegriffs.

ERGANZUNG 19.58 (Die Parallelogrammgleichung). Sei V ein K-Vektorraum. Eine Norm auf
V ist eine Abbildung V — R>,, v — ||v|| mit den folgenden Eigenschaften (fiir allea € K,
v,we V)

Iv|=0 <= v=o0,
lav]] = lal [[v]],

[V wl <[] + [lw]],
Wir haben oben jedem Skalarprodukt (-, +) auf V durch ||v|| := /(v, v) eine Norm zugeordnet.
Man kann zeigen, dass diese Zuordnung eine Bijektion
{(-,):V x V= K; (-,+) Skalarprodukt} — {||-||:V — R>o; |-| Norm auf V, die (P) erfiillt}
definiert, wobei (P) die sogenannte Parallelogrammgleichung ist:
(P) lv+w[?+ [[v—w|?*=2(]|v]|* + ||w]|*) furallev,w e V.

Fiir die Konstruktion der Umkehrabbildung siehe Lemma 19.86 (allerdings muss man na-
tiirlich zusdtzlich noch nachrechnen, dass aus den Normeigenschaften zusammen mit der

Parallelogrammgleichung folgt, dass die durch die Formel aus dem Lemma gegebene Abbil-
dung V x V — K tatsidchlich ein Skalarprodukt ist.

Es ist nun leicht, Beispiele von Normen anzugeben, die nicht von einem Skalarprodukt
herkommen, zum Beispiel R" — R, (x;); — |x{| + - - + |xn|, flirn > 1.  OErginzung19.58
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19.5. Existenz von Orthonormalbasen

Wir wollen nun zeigen, dass es fiir ein Skalarprodukt auf einem endlichdimensionalen
K-Vektorraum V immer eine Basis von V gibt, so dass die zugehorige Strukturmatrix die
Einheitsmatrix ist. (Das ist natiirlich nur fiir positiv definite Formen mdéglich, vergleiche
Beispiel 19.50.) Mit dem Verfahren von Gram und Schmidt gibt es sogar einen einfachen Algo-
rithmus, um eine solche Basis rechnerisch zu bestimmen.

DEFINITION 19.59. Sei V ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-, ). Eine Familie
Vi, ...,vm € V heifdt Orthogonalsystem, falls v; # o furallei = 1,...,mund fiir allei # j
gilt: (v;,v;) = o. Gilt zusitzlich ||v;|| = 1 fiir alle i, so bezeichnet man die Familie auch als
Orthonormalsystem.

Sofern die v; eine Basis von V bilden, spricht man auch von einer Orthogonalbasis bzw. Ortho-
normalbasis. -

BEISPIEL19.60. Sei V = K" mit dem Standardskalarprodukt. Dann bildet die Standardbasis
eine Orthonormalbasis. O

LEMMA 19.61. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-, -) und sei
Vi, ..., Vp € Vein Orthogonalsystem. Dann sind vy, ..., v, linear unabhdngig.

BEWEIS. Seia;v; + --- + ap,v, = 0. Wir bilden das Skalarprodukt mit v; und sehen
a;(v;,v;) = 0. Weil nach Definition eines Orthogonalsystems v; # oist, gilt (v;,v;) > ound es
folgt a; = 0. Da wir diesen Schluss fiir alle i durchfithren kénnen, folgt, dass nur die triviale
Linearkombination der v; den Nullvektor darstellt. ]

SATZ 19.62 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Sei V ein K-Vektorraum
mit einem Skalarprodukt (-,-) und sei 8 = (by, ..., by) eine Basis von V. Dann existiert eine Basis
Vi, ..., vy von 'V, fiir die gilt:
(a) vy, ..., vy ist eine Orthonormalbasis,
(b) Vi := (v, ...,vi) = (by, ..., by) fiir allei,
(c) Fiirallei gilt mit #; = (by, ..., b;), 6; = (v1, ..., v):

detM7, € R.o.

Durch diese Bedingungen sind vy, ..., vy, eindeutig bestimmt, und zwar gilt

4 i—I1

v' ’
Vi = l, mit Vv, = bl' — Z(Vk,b,')vk.

Vi k=I

1

BEWEIS. Wir fithren Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist klar, denn dann ist offen-
barv; := ”Z—i” eine mogliche, und gleichzeitig die einzige Definition, die die angegebenen
Bedingungen erfiillt.

Im Induktionsschritt konnen wir nach Induktionsvoraussetzung (angewandt auf den Vek-
torraum (b, ...,b,_)) annehmen, dass vy, ..., v, bereits konstruiert sind, dass sie eine Or-
thonormalbasis von (by, ..., b,_,) bilden und dass Bedingung (c) fiiri = 1, ..., n — 1 gilt, sowie
dass sie durch diese Bedingungen eindeutig festgelegt und durch die Formel im Satz gegeben
sind.

Es bleibt zu zeigen, dass diese Familie durch einen Vektor v, zu einer Orthonormalbasis von
V erginzt werden kann, so dass (c) gilt, dass v, dadurch eindeutig bestimmt ist, und dass die
am Ende angegebene Formel gilt.
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Um die Existenz von v, zu zeigen, benutzen wir die Formel in der Aussage des Satzes. Fur
i=1,..,n—1gilt
n—I
(V,’, th’z) = (V,’, bn) - Z(Vkv bn)(V,’, Vk) =0,
k=1
weil (v, v;) = o fiirk # i und (v;, v;) = 1gilt. Es ist klar, dass b, & (v, ...,v,—) ist, und das
impliziert v, # 0, so dass wir durch ||v,|| teilen kénnen. Weil v, ein Vielfaches von v, ist, gilt

auch (vn,v;) = ofiiri = 1,...,n — 1. Es ist auch klar, dass ||v,|| = 1ist. Alsoist vy, ..., v, eine
Orthonormalbasis.

Es bleibt noch Teil (c) zu zeigen. Wir schreiben # = (b, ..., b,), € = (vy,...,vp) und %,_,,
%n—1 wie in (c). Die Basiswechselmatrix M% hat die Form

o val™

Nach Induktionsvoraussetzung ist det Mf;’"jl > 0, und es folgt det Mfg > 0.

Zur Eindeutigkeit argumentieren wir wie folgt. Es ist klar, dass
n—I

Vv, = apb, + Z a;v;
i=1
mit a; € Kund a, # o gelten muss. Aus Bedingung (c) ergibt sich a, € R-,. Die Bedingung
(vi,vn) = O iibersetzt sich (wegen (v, v;) = o fiiri # k) in
O = an(v, bn) + ai(vi, vi) = an(vi, bn) + aj,
also
a; = —an(vi, bn).

n—1
Vn = an (bn - Z(Vivbn)vi>

i=1

Wir erhalten also

und haben so gezeigt, dass v, ein positives Vielfaches des im Satz angegebenen Vektors v,,
sein muss. Weil auflerdem ||v,|| = 1 gefordert wird, folgt, dass der im Satz gegebene Ausdruck
den eindeutig bestimmten Vektor v, angibt, so dass (a), (b), (c) gelten. O

Als wichtige unmittelbare Folgerung halten wir noch einmal fest, dass zu jedem Skalarpro-
dukt eine Orthonormalbasis existiert.

KOROLLAR 19.63. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt. Dann
existiert eine Orthonormalbasis fiir dieses Skalarprodukt.

Im Fall eines Skalarprodukts (auf einem K-Vektorraum V)vereinfacht sich der Begriff des
orthogonalen Komplements eines Untervektorraums U C V insofern, als stets U N U+ = o
gilt. Dann fiirv € U N U* muss ja (v,v) = o gelten, und da das Skalarprodukt positiv
definit ist, folgt v = 0. Insbesondere gilt dann V = U @ U+. Mit dem Satz von Gram und
Schmidt kénnen wir eine Orthonormalbasis vy, ..., v, von U finden und ergénzen zu einer
Orthonormalbasis vy, ..., v, von V. Es gilt dann

UL = <Vr+I> "'7vn>a

wie man leicht nachrechnet. Insbesondere erhalten wir in diesem Fall einen neuen Beweis
von Satz 19.32 und von Korollar 19.33.

Die Determinante der Strukturmatrix einer Sesquilinearform ist abhdngig von der Wahl der
Basis, die Situation ist hier also anders als bei Endomorphismen, denn der Basiswechsel
fir Sesquilinearformen ist gegeben durch A — S*AS (fiir eine Basiswechselmatrix S €
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GL,(K)). Die Determinante d@ndert sich dabei um den Faktor det(S*) det(S) = |det(S)|*. Aus
der Existenz von Orthonormalbasen erhalten wir so aber immerhin das folgende Korollar.

KOROLLAR 19.64. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt B und %
eine Basis von V. Dann ist die Determinante der Strukturmatrix M () eine positive reelle Zahl.

BEWEIs. Ist # eine Orthonormalbasis fiir 8, so gilt M4 (B) = E, (mit n = dim(V)), also
det(M4(B)) = 1. Im allgemeinen Fall unterscheidet sich, wie soeben erldautert wurde, die
Determinante davon um einen Faktor der Form |det(S)|? (mit S € GL,(K)), also um eine
positive reelle Zahl. Daraus folgt die Behauptung.

Die Zahl det(M4(B)) nennt man auch die Gramsche Determinante von 8 beziiglich der Basis 2.

BEMERKUNG 19.65. Wir erhalten aus dem Korollar auf die folgende Weise einen neuen
Beweis der Ungleichung von Cauchy-Schwarz (im positiv definiten Fall). Sei namlich V
ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Seien v,w € V linear unabhingig. Dann ist die
Einschrinkung des Skalarprodukts auf den Unterraum (v, w) ebenfalls ein Skalarprodukt,
wir konnen also V durch diesen Raum ersetzen und annehmen, dass 4 = (v, w) eine Basis
von V ist.

Das Korollar zeigt dann, dass

(v, ) (w, w) — (v, ) (w, v) = det (<v7v> (v, w)

(w,v) (W,w)> = detMy((-,+)) > o,

und das liefert wegen | (v, w)| = |(w, v)| genau die gewiinschte Aussage. O

SATZ 19.66 (Hauptminorenkriterium fiir positive Definitheit). Sei V ein endlichdimensiona-
ler K-Vektorraum mit Basis by, ..., b, und sei B eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Dann sind
dquivalent:

(i) Bist positiv definit,
(ii) furaller =1,...,ngilt

Zur Erlduterung der Terminologie: Unter den Minoren einer Matrix versteht man die De-
terminanten von quadratischen Untermatrizen (also von Matrizen, die aus der urspriing-
lich gegebenen Matrix durch das Streichen von Zeilen und Spalten entstehen). Unter den
Hauptminoren einer quadratischen Matrix versteht man die Determinanten derjenigen
Untermatrizen, die durch Streichen von Zeilen und Spalten mit denselben Indizes entste-
hen (also beispielsweise die erste Zeile und erste Spalte und vierte Zeile und vierte Spalte).
Mit demselben Argument wie im folgenden Beweis zeigt man, dass alle Hauptminoren der
Strukturmatrix eines Skalarprodukts in R-, liegen. Umgekehrt muss man aber nur die soge-
nannten fiihrenden Hauptminoren, also die Determinanten der quadratischen Untermatrizen,
in denen nur die ersten r Zeilen und Spalten ubrig sind, auf Positivitidt tiberpriifen, um
sicherzustellen, dass eine gegebene hermitesche Sesquilinearform positiv definit ist.

BEWEIS. Istf positivdefinit, soist die Einschridnkung von f auf jeden Untervektorraum
von V ebenfalls positiv definit. Aus Korollar 19.64 folgt die Positivitdt der Determinanten.

Gelte nun det(B(bi,by))i—s..... jur,.. € Roo fiiraller.

.....

Wir zeigen durch Induktion nach n, dass 8 positiv definit ist. Der Fall n = 1ist klar. Im Fall
n > 1schreiben wir U := (by, ..., b,_;) und haben nach Induktionsvoraussetzung, dass die
hermitesche Sesquilinearform U x U — K, (u,u’) — B(u,u’) positiv definit ist. Sei v, ..., v,_
eine Orthonormalbasis fiir diese Form.
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Sei nun v, # oirgendein Vektor, der zu vy, ..., v,_, orthogonal ist. Dass ein solcher existiert,
kann man entweder aus Satz 19.32 folgern (denn wegen det(B(b;, bj))i—1,....n, j-r1,...,
B nicht-ausgeartet). Alternativkann man dhnlich wie im Satz von Gram-Schmidt einen
solchen Vektor direkt angeben, zum Beispiel

n—I
Vn = by — Zﬂ(vi, bn)v;.
i=I

Dann hat die Strukturmatrix von 8 beziiglich dieser Basis die Form

diag(1, ..., 1, B(vn, vp)).
Das Vorzeichen der Determinante der Strukturmatrix einer hermiteschen Form ist von

der Wahl der Basis unabhingig (vergleiche den Beweis von Korollar 19.64), aus unserer
Voraussetzung folgt also

B(vn,vn) = det(diag(1, ..., 1, B(va, vn))) > O.

Weil B durch eine Diagonalmatrix mit nur positiven Eintragen auf der Diagonale dargestellt
werden kann, ist die Form positiv definit. O

BEMERKUNG 19.67. (1) Weil in der Situation des Satzes f negativ definit ist genau dann,
wenn —f positiv definit ist, erhalten wir auch die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(i) Bist negativ definit,
(ii) furaller =1,...,ngilt
(—1)" det(B(b;, b)))i1,...r, j=1,...r € Roo.

(2) Ist B positiv semi-definit, dann sind die Determinanten, die in Satz 19.66 betrachtet
werden, alle > o. (Denn eine positiv semidefinite Form ist nach Korollar 19.54 entweder
positivdefinit oder ausgeartet.) Diese Bedingung reicht aber nicht aus, um sicherzustellen,
dass eine gegebene Form positiv semidefinit ist. Siehe [Lo2] Abschnitt VIL5, fiir eine
Diskussion im Fall der reellen Zahlen als Grundkorper.

¢

ERGANZUNG 19.68 (Die Komplexifizierung eines euklidischen Vektorraums). Sei f ein
Skalarprodukt auf dem R-Vektorraum R", sei B die Strukturmatrix von f beziiglich der
Standardbasis. Dann ist die durch B gegebene Sesquilinearform auf C" ebenfalls ein Skalar-
produkt ist. Da B reell und symmetrisch ist, gilt B = B! = B, also ist diese Sesquilinearform
hermitesch.

Ist by, ..., b, eine Orthonormalbasis des R-Vektorraums R" beziiglich 8, so bilden by, ..., b,
auch eine Orthonormalbasis des C-Vektorraums C" beziiglich dieser Sesquilinearform. Die
Existenz einer Orthonormalbasis impliziert, dass es sich um ein Skalarprodukt handelt. (Al-
ternativ konnte man die positive Definitheit mit dem Hauptminorenkriterium nachweisen.)

Seinun V ein R-Vektorraum mit einem Skalarprodukt f. Sei V¢ = V ®g C die Erweiterung
der Skalare von R nach C des Vektorraums V wie in Abschnitt 18.5.3. Wir definieren eine
Sesquilinearform auf V¢ durch

Pc:Ve x Ve = C, (v®a,w®b)— abf(v,w).

Wie iiblich geben wir nur an, was mit den Elementartensoren passiert, die Abbildung muss
dann bilinear fortgesetzt werden. Es ist klar, dass diese Abbildung tatsdchlich eine Sesqui-
linearform ist und dass diese hermitesch ist. Dass sie auch positiv definit ist, kann man
mit denselben Argumenten wie im Fall des Standardvektorraums zeigen, indem man eine
Basis wihlt. In der Tat, sei # = (b, ..., by) eine Orthonormalbasis von V beziiglich f (als
R-Vektorraum). Dann ist b; ® 1, ..., b, ® I eine Basis von V¢, und anhand der Formel, mit der



170 19. BI- UND SESQUILINEARFORMEN, EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKORRAUME

wir B¢ definiert haben, folgt unmittelbar, dass es sich um eine Orthonormalbasis handelt.
Also ist B¢ ein Skalarprodukt. O Erginzung 19.68

19.6. Normale Endomorphismen

19.6.1. Der Spektralsatz fiir normale Endomorphismen. Wir kommen nun im Kon-
text von euklidischen und unitdren Vektorrdumen noch einmal auf die adjungierte Abbil-
dung zuriick, die wir in Abschnitt 19.2.5 definiert hatten. Weil ein Skalarprodukt hermitesch
und (weil positivdefinit) nicht-ausgeartet ist, konnen wir diese Begriffsbildung fiir jeden end-
lichdimensionalen K-Vektorraum V mit Skalarprodukt (:,-) benutzen und erhalten also zu
jedem Endomorphismus f von V einen eindeutig bestimmten Endomorphismus f*:V — V,
so dass

(f(v),w) = (v,f"(w)) furallev,weV
gilt. Es gilt dann auch stets (v, f(w)) = (f*(v), w), oder mit anderen Worten: (f*)* = f.

SATZ 19.69. Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt B, und f € Endx (V). Ist 2 eine Orthonor-
malbasis von V, so gilt fiir den zu f beziiglich B adjungierten Endomorphismus f*:

M(F*) = M ()"

BEwWEIs. Dass 4 eine Orthonormalbasis ist, bedeutet, dass M »(B) = E, gilt. Deshalb
folgt die Behauptung direkt aus der Formel, die wir fiir die Matrix M7 (f*) ganz allgemein

bewiesen haben: )
MZ(f*) = My (B) "M(f)"Mx(B).
O

Wir hatten in Abschnitt 19.2.5 definiert, dass ein Endomorphismus f selbstadjungiert heiflen
solle, wenn f = f™* gilt. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen (Theo-
rem 19.107) wird zeigen, dass jeder selbstadjungierte Endomorphismus diagonalisierbar
ist und nur reelle Eigenwerte hat, und dass sogar eine Orthonormalbasis existiert, die aus
Eigenvektoren besteht. Das liefert eine sehr konkrete geometrische Beschreibung dieser
Eigenschaft!

In Termen von Matrizen konnen wir die Selbstadjungiertheit folgendermafien beschreiben.
(Und der gerade genannte Spektralsatz wird also auch zeigen, dass jede symmetrische Matrix
in M,,(R) diagonalisierbar ist.)

SATZ 19.70. Sei V ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt B, % eine Orthonormalbasis von V und
f € Endg (V). Dann sind dquivalent:

(i) der Endomorphismus f ist selbstadjungiert,

(i) esgilt M%(f) = MZ(f)*, d.h. M%(f) ist symmetrisch (im Fall K = R) bzw. hermitesch (im Fall
K =C).
BEwEIs. Das folgt aus Satz 19.69. O

Als sehr niitzlich fiir das weitere Vorgehen wird sich der Begriff des normalen Endomorphismus
erweisen, den wir nun definieren.

DEFINITION 19.71. (I) SeiV einK-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-),undseif € Endg(V).
Der Endomorphismus f heif3t normal, wenn f o f* = f* o f gilt.

(2) Eine Matrix A € M, (K) heif}t normal, wenn AA* = A*A gilt.
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Offenbar sind selbstadjungierte Endomorphismen normal. In Abschnitt 19.6.2 werden wir ei-
ne weitere wichtige Klasse von normalen Endomorphismen kennenlernen, die sogenannten
Isometrien.

LEMMA 19.72. Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt, und sei f € Endy (V). Sei & eine Ortho-
normalbasis von V. Dann gilt: Der Endomorphismus f ist genau dann normal, wenn die Matrix M:;’gf )
normal ist.

BEWEIS. Das folgt aus Satz 19.69. O
Der folgende Satz gibt eine weitere niitzliche Charakterisierung der Eigenschaft, normal zu

sein.

SATZ 19.73. Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-), und sei f € Endk(V). Dann sind
dquivalent:

(i) der Endomorphismus f ist normal,
(ii) fiirallev,w € V gilt:

BEWEIS. Wenn f normal ist, dann gilt

F).fw) = . f (f(w) = W f(F(w) = (F().f"(w))

fir allev,w € V.
Umgekehrt folgt aus (f(v), f(w)) = (f*(v),f*(w)), dass
W f (Fw))) = (. f(f*(w))),

also

W f (f(w)) —f(f*(w))) =0
gilt. Haben wir das fiir alle v € V, so folgt f*(f(w)) = f(f*(w)), weil ein Skalarprodukt
nicht-ausgeartet ist. 0

Aus dem Satz folgt auch, dass fiir jeden normalen Endomorphismus f:V — V und jedes
v € Vgilt, dass |[f(v)| = |f*(v)|| gilt. Mit Lemma 19.86 weiter unten folgt umgekehrt, dass
aus dieser Eigenschaft die Aussage (ii) im vorherigen Satz und damit die Normalitét von f
folgt.

KOROLLAR 19.74. Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-), und seif € Endg (V) normal.

(1) EsistKerf = Kerf™.
(2) Ein Vektorv € V ist genau dann ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A € K, wenn v ein Eigenvektor

von f* zum Eigenwert A ist. Insbesondere ist A € K genau dann ein Eigenwert von f, wenn A ein
Eigenwert von f* ist.

BEWEISs. Seiv € Ker(f). Aus dem vorherigen Satz folgt o = (f(v),f(v)) = (f*(v),f*(v)),
also f*(v) = ound damit v € Ker(f*). Die andere Inklusion folgt analog, oder indem man
ausnutzt, dass (f*)* = f ist.

Teil (2) folgt aus Teil (1), weil fiir jedes A € K mitf auchf —A idy normalistund (f —A idy)* =
f*— Aidy gilt (siehe Satz 19.38). O
THEOREM 19.75 (Spektralsatz fiir normale Endomorphismen). Sei V ein endlichdimensionaler

K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-), und sei f € Endg (V) ein trigonalisierbarer Endomorphismus.
Dann sind dquivalent:

(i) f ist normal.



172 19. BI- UND SESQUILINEARFORMEN, EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKORRAUME

(ii) Es existiert eine Orthonormalbasis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht.

Insbesondere ist jeder trigonalisierbare normale Endomorphismus diagonalisierbar (iiber
K = C also jeder normale Endomorphismus); der obige Satz ist aber noch priziser und gibt
im trigonalisierbaren Fall eine auch geometrisch sehr greifbare Charakterisierung normaler
Endomorphismen.

Die Menge der Eigenwerte eines Endomorphismus nennt man auch das Spektrum* des
Endomorphismus, und dementsprechend ist ein »Spektralsatz« (in der linearen Algebra)
ein Ergebnis iiber die Diagonalisierbarkeit von Endomorphismen (unter geeigneten Vor-
aussetzungen) bzw. iber die Struktur der Menge der Eigenwerte und der Eigenrdume. In
der Funktionalanalysis verallgemeinert man Teile dieser Theorie auf die Situation von En-
domorphismen von unendlichdimensionalen Vektorrdaumen (mit Skalarprodukten oder
dhnlichen Strukturen) und formuliert (und beweist) dann analoge Aussagen, die auch als
Spektralsitze bezeichnet werden.

BEwEIis. Esist klar, dass (i) aus (ii) folgt, denn die Normalitdt konnen wir an der dar-
stellenden Matrix von f beziiglich irgendeiner Orthonormalbasis von V tiberpriifen (Lem-
ma 19.72).

Sei nun f normal (und V # o -- sonst ist nichts zu zeigen). Weil das charakteristische
Polynom von f vollstindig in Linearfaktoren zerfillt, hat f einen Eigenwert A € K. Seiv € V
ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Wir kénnen v so skalieren, dass ||v|| = I.

Sei U = (v)* das orthogonale Komplement des von v erzeugten Unterraums. Es gilt dann
f(U) C U.Inder Tat, fiir u € U haben wir (f(u),v) = (u,f*(v)) = (u,Av) = o, wobei wir
Korollar 19.74 benutzt haben.

Also induziert f einen Endomorphismus von U. Es gilt auch f*(U) C U, denn firu € U
ist (v,f*(u)) = (f(v),u) = (Av,u) = o, also f*(u) L v, und das heiflt genau f*(u) € U. Weil
natiirlich (f(u),u’) = (u,f*(u)) furalleu,u” € U gilt, haben wir (fiv) = (f*)jv, und es folgt,
dass fiy ein normaler Endomorphismus von U ist.

Die Einschrénkung f|y ist auRerdem wieder trigonalisierbar, denn ihr charakteristisches
Polynom ist nach Lemma 16.5 ein Teiler von charpol, und zerfillt deshalb vollstindig in
Linearfaktoren.

Nach Induktionsvoraussetzung besitzt U eine Orthonormalbasis, die aus Eigenvektoren
von f besteht. Zusammen mit dem Vektor v erhalten wir eine Orthonormalbasis von V aus
Eigenvektoren von f, und der Satz ist damit bewiesen. O

Wir sehen insbesondere, dass Eigenvektoren eines trigonalisierbaren normalen Endomor-
phismus zu verschiedenen Eigenwerten zueinander orthogonal sind. Das gilt auch unab-
hidngig von der Trigonalisierbarkeit, und wir halten diese Tatsache gesondert fest:

LEMMA 19.76. Sei V ein endlichdimensionaler IK-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -) und seif:V — V
ein normaler Endomorphismus. Seien v, w € V Eigenvektoren von f zu Eigenwerten A # u. Dann gilt
vL1w

BEwEIS. Esgilt

(A= p)(v,w) = (Av,w) — (v,uw) = (f*(v), w) — (v.f(w)) = 0,

alsov L w. O

4https://de.wikipedia.org/wiki/Spektrum_(Operatortheorie)
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ERGANZUNG 19.77 (Charakterisierungen normaler Endomorphismen). Wir geben noch
einige weitere Charakterisierungen der Eigenschaft eines Endomorphismus, normal zu
sein.

Sei zunichst V ein unitdrer Vektorraum mit Skalarprodukt (:,+), und seif € End¢(V) ein
Endomorphismus.

LEMMA 19.78. Es gibt eindeutig bestimmte Endomorphismen f;, f, von V, so dass gilt
(@) f = fu +fo

(b) i = fu d.h. fy, ist selbstadjungiert (man sagt auch: hermitesch),

(€) fif = —fa d.h. f, ist »anti-selbstadjungiert« (oder: anti-hermitesch).

BEwWEIS. Wir setzen
I * I *
fu= E(f+f ), fazg(f*f )-
O

SATZ 19.79. Seif ein Endomorphismus des unitdren Vektorraums V. Wir verwenden die Notation aus
dem vorherigen Lemma. Es sind dquivalent:

(i) f ist normal,

(if) fi o fa = fa © fi

BEWEIS. Esistf* = (fy, + fa)* = fy — fo. Daraus folgt die Behauptung durch eine leichte
Rechnung. O

Eine weitere schéne Charakterisierung im unitiren Fall ist die Aquivalenz zwischen (i) und
(ii) im folgenden Satz: Ein Endomorphismus f eines unitdren Vektorraums ist genau dann
normal, wenn fiir jeden f-invarianten Unterraum U auch U+ invariant unter f ist.

SATZ 19.80. Seif ein Endomorphismus eines unitdren Vektorraums. Dann sind dquivalent:

(i

11

) f ist normal,
i)

iii) jeder f-invariante Untervektorraum U C V ist f*-invariant,

(ii) fiir jeden f-invarianten Untervektorraum U C V ist auch U~ ein f-invarianter Unterraum,
(

(iv) esexistiert ein Polynom p € C[X] mit f* = p(f),

(v) fiirjedesg € Endc (V) mitf og = go f giltauchf* o g = g o f*,

BEWEISSKIZZE. DieImplikationen (iv)= (v) = (i)und (iv) = (iii) sind einfach. Fiir jeden
Endomorphismus f von V und jeden Unterraum U C V sind die Bedingungen f (UL) cut
und f*(U) C U dquivalent; das lasst sich leicht nachrechnen. Daraus folgt die Aquivalenz
von (ii) und (iii).

Unser obiger Beweis des Spektralsatzes fiir normale Endomorphismen zeigt, bei genauem
Hinschauen, gerade, dass fiir jeden (trigonalisierbare) Endomorphismus mit der Eigenschaft
(ii) eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren existiert. Das beweist (i) = (ii).

Schlielich folgt (i) = (iv) aus dem Spektralsatz: Sei £ eine Orthonormalbasis aus Eigen-
vektoren von f, etwa M7 (f) = diag(Ay, ..., A). Dann gilt M% (f*) = diag(A;, ..., An). Sei p ein
Polynom mit p(A;) = ; fiir alle i. Dass ein solches Polynom existiert, ist ein Standardergeb-

nis iiber Polynome, der sogenannte Interpolationssatz. Es gilt dann p(M%(f)) = p(M%(f*))
und deshalb auch p(f) = p(f*). O
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Im folgenden wollen wir dhnliche Charakterisierungen normaler Endomorphismen im Fall
euklidischer Vektorrdaume besprechen.

Analog zur Zerlegung in einen selbstadjungierten und einen anti-selbstadjungierten Teil im
unitidren Fall haben wir im Fall eines euklidischen Vektorraums die folgende Zerlegung:

LEMMA 19.81. Es gibt eindeutig bestimmte Endomorphismen f;, f, von V, so dass gilt

(@) f=f+fo
(b) fi¥ = f, d.h. f; ist selbstadjungiert,
(€) £ = —fa, d.h. f, ist »anti-selbstadjungiert.

BEWEIS. Wir setzen
I I .
fs= E(f‘i‘f*)a Ja= E(f—f )-
O

SATZ 19.82. Seif ein Endomorphismus des unitdiren Vektorraums V. Wir verwenden die Notation aus
dem vorherigen Lemma. Es sind dquivalent:

(i) f ist normal,
(i) fofe = faofs

BEwWEIs. Esistf* = (f; + f;)* = f; — fz. Daraus folgt die Behauptung durch eine leichte
Rechnung. O

Den nichsten Satz formulieren wir zuerst fiir Matrizen, weil dafiir die Aquivalenz zwischen
(1) und (ii) leichter formulierbar ist.

SATZ 19.83. Sei A € M,(R). Dann sind dquivalent:

(i) Aistnormal,

(ii) A ist normal als Element von M,,(C),

(iii) es existiert ein Polynomp € R[X] mit A* = p(A),

(iv) fiir jedes B € M,(R) mit AB = BA gilt auch A*B = BA*.

(Da wir hier iiber R arbeiten, kdnnte man natiirlich iiberall A* durch A ersetzen.)

BEWEISSKIZZE. Die Aquivalenz von (i) und (ii) ist klar, weil die Bedingung AA* = A*A
in beiden Fillen dieselbe ist. Aus (ii) folgt mit Satz 19.80 auch (iv), und aufierdem, dass ein
Polynom p € C[X] mit A* = p(A) existiert. Sei p das Polynom, das aus p entsteht, indem
alle Koeffizienten durch ihr komplex Konjugiertes ersetzt werden. Dann gilt p(A) = p(A) =
A* = A* (wobei wir fiir eine Matrix B mit B die Matrix bezeichnen, die aus B hervorgeht,
wenn auf alle Eintrége die komplexe Konjugation angewendet wird). Esist dannp+p € R[X]
und A* = Z(p + p)(A) und es folgt (iii).

Die Implikationen (iii) = (iv) = (i) sind einfach. O

Mit der »Komplexifizierung« eines euklidischen Vektorraums (siehe Abschnitt 18.5.3, Ergin-
zung 19.68) lasst sich Punkt (ii) ibertragen in die Vektorraumsprache.

Sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt 8, und sei f € Endc(V) ein Endo-
morphismus. Sei V¢ = V ®g C, sei fc:Ve — Vi, f(v ® a) = f(v) ® ader von f induzierte
Endomorphismus von V. Sei B¢ wie in Ergdnzung 19.68 das von ff induzierte Skalarprodukt
auf V.
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SATZ 19.84. Mitdiesen Notationen sind dquivalent:
(i) f ist normal,
(ii) fc ist ein normaler Endomorphismus des unitdren Vektorraums V,
(iii) es existiert ein Polynom p € R[X| mitf* = p(f),
(iv) fiirjedesg € Endg (V) mitf og=go f giltauchf* og=go f*,

BEWEIS. Sobald die im Satz erwdhnten Objekte erstmal konstruiert sind, folgt die
Aquivalenz unmittelbar aus dem vorherigen Satz, indem man eine Basis % von V wihlt und
A = M7(f) setzt.

Die Aquivalenz von (i), (iii) und (iv) kann man auch ohne die Konstruktion der Komplexifi-
zierung aus der Matrixversion des Satzes folgern. O

Wenn f normal ist, dann gelten auch im euklidischen Fall die folgenden beiden Aussagen
(vergleiche Satz 19.80)

e fiir jeden f-invarianten Untervektorraum U C V ist auch U~ ein f-invarianter
Unterraum,
e jeder f-invariante Untervektorraum U C V ist f*-invariant,

aber anders als im unitéren Fall implizieren diese Eigenschaften nicht die Normalitit.

O Ergédnzung 19.77

ERGANZUNG 19.85 (Alternative Beweisstrategie fiir den Spektralsatz). Sei V ein endlichdi-
mensionaler K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-,-).

Ein etwas anderer Weg, den Spektralsatz zu beweisen, besteht aus den folgenden Schrit-
ten:

(1) Istf € Endg(V) selbstadjungiert und nilpotent, so ist f = o. (Fiir jeden selbstadjun-
gierten Endomorphismus g gilt Ker(g) L Im(g), also (v,w) = o fiir alle v € Ker(g),
w € Im(g), wie man unmittelbar nachrechnet, und insbesondere Ker(g) N Im(g) = o.
Der einzige nilpotente Endomorphismus mit dieser Eigenschaft ist die Nullabbildung.)

(2) Istf € Endg(V) normal und nilpotent, so ist f = o (wende Teil (1) auf f o f* an; diese
Abbildung ist jedenfalls selbstadjungiert, und ist fiir normales nilpotentes f ebenfalls
nilpotent).

(3) Aus Teil (2) folgt: Ist f € Endg(V) normalund A € K ein Eigenwert von f, so stimmen
der Eigenraum und der verallgemeinerte Eigenraum von f zum Eigenwert A {iberein,
denn die Einschrinkung von f — Aid auf den verallgemeinerten Eigenraum ist normal
(beachte, dass dieser verallgemeinerte Eigenraum f*-invariant ist) und nilpotent, also
nach (2) die Nullabbildung. Es folgt, dass der verallgemeinerte Eigenraum der Kern von
f —Aid, also der Eigenraum von f zum Eigenwert A ist.

Ist f trigonalisierbar, so ist V die Summe der verallgemeinerten Eigenrdume von f. Ist f
zusétzlich normal, so folgt also, dass f diagonalisierbar ist.

(4) Sind v,w € V Eigenvektoren von f zu verschiedenen Eigenwerten A # u, so gilt nach
Lemma 19.76 v L w. Die Zerlegung von V als direkte Summe der Eigenrdume von
f ist also eine Zerlegung in »zueinander orthogonale Unterrdume«. Setzen wir eine
Basis von V aus Orthonormalbasen der Eigenrdume zusammen, so erhalten wir eine
Orthonormalbasis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht. Damit ist der Spektralsatz
vollstindig bewiesen.

O Ergidnzung 19.85
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19.6.2. Isometrien. Das folgende Lemma zeigt, dass ein Skalarprodukt auf einem eu-
klidischen oder unitaren Vektorraum durch die zugehorige Norm bereits eindeutig festgelegt
ist. Vergleiche auch Ergidnzung 19.58.

LEMMA 19.86 (Polarisationsformel). (1) Sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -)
und zugehdériger Norm ||-||. Dann gilt
I I
(v, w) = 2 (v + wll* = " = l[wll®) = - (v + wll* = Jlv = wl).
(2) Sei V ein unitdrer Vektorraum mit Skalarprodukt (-, ) und zugehdriger Norm ||+||. Dann gilt

I i . .
(v,w) = " ([[v+wl[* —[lv—w|*) - " ([[v+iw|* — [lv —iw[*) .

BEWEIsS. Man rechnet diese Formel anhand der Definition ||v|| = 1/ (v, v) unmittelbar
nach. (In Abschnitt 19.1 haben wir die mittlere Formel von Teil (1) benutzt, um das Standard-
skalarprodukt auf R" zu definieren bzw. die tibliche Formel zu motivieren.) O

SATZ 19.87. Seien V und W Vektorrdume iiber K. Sei (-, -) ein Skalarprodukt auf V und (-, -) ein Skalar-
produkt auf W. Fiir einen Homomorphismus f:V — W sind dquivalent:

(i) Furallev,v' € Vgilt (v,v") = (f(v),f(v')).
(ii) Firallev € V gilt||v|| = |[f (v)||. (Wir bezeichnen sowohl die Norm auf 'V, die dem Skalarprodukt
(+,+) zugeordnet ist, als auch die Norm zu (-, -) auf W mit ||-||.)

(iii) Fiir jede Orthonormalbasis 8 = (by, ..., b,) von V ist (f (by), ..., f (bn)) eine Orthonormalbasis
von Im f (mit der Einschrdnkung von (-, -) als Skalarprodukt).

(iv) Es existiert eine Orthonormalbasis 8 = (b, ..., b,) von V, sodass (f (b;), ..., f (b)) eine Ortho-
normalbasis von Im f (mit der Einschrinkung von (-, -) als Skalarprodukt) ist.

Hat f diese Eigenschaften, so ist f injektiv. Ist f ein Isomorphismus mit diesem Eigenschaften, so nennt
man f eine [sometrie.

Ist speziell V. = W und (-,-) = (-, +), so sind die obigen Aussagen dquivalent dazu, dass f ein Isomorphis-
mus mit der Eigenschaft f ' = f™* ist.

BEwEIs. DieImplikationen (i) = (ii), (i) = (iii) = (iv) = (i) sind einfach zu zeigen. Um (iii)
zu zeigen, beachte man, dass ein Orthogonalsystem von Vektoren immer linear unabhingig
ist (Lemma 19.61).

Dass (i) aus (ii) folgt, erhalten wir aus Lemma 19.86. Damit ist die Aquivalenz aller Aussagen
klar. Hat f diese Eigenschaften und ist v € Ker(f), so gilt ||v|]| = |[f(v)|| = 0, alsov = o.
Mithin ist f injektiv.

Um den Zusatz zu beweisen, betrachten wirnunden Fall V = W, (-,+) = (-,+). Wenn f die
Bedingungen des Lemmas erfiillt, ist f ein Isomorphismus, und wir kénnen in (i) deshalb
v = f~Y(w) einsetzen. Dann liest sich die Bedingung als

v f 7 w)) = (F(v), w).
Das bedeutet genau, dass f* = f ' gilt.

Ist andererseits f ein Isomorphismus mit f* = f~' so konnen wir das Argument herumdre-
hen und Eigenschaft (i) folgern. O

BEMERKUNG 19.88. Mit dem Begriff der Isometrie kénnen wir das Ergebnis, dass jeder
endlichdimensionale K-Vektorraum V mit Skalarprodukt eine Orthonormalbasis besitzt,
umformulieren als den folgenden Satz: Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum (von
Dimension n) mit einem Skalarprodukt, dann existiert eine Isometrie zwischen V und K"
mit dem Standardskalarprodukt.
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Dementsprechend gibt es zwischen zwei K-Vektorrdumen V und W mit Skalarprodukten
genau dann eine Isometrie, wenn dim V = dim W gilt.

Genauso wie jeder endlichdimensionale Vektorraum isomorph ist zu einem Standardvektor-
raum, ist also jeder endlichdimensionale K-Vektorraum isometrisch zu einem Standardvek-
torraum mit dem Standardskalarprodukt. Es gibt also bis auf Isometrie in jeder Dimension
genau einen Vektorraum mit Skalarprodukt. O

Ublicherweise nennt man Endomorphismen V — V, die Isometrien sind, im Fall des Grund-
korpers R orthogonale, im Fall des Grundkoérpers C unitdre Abbildungen.

DEFINITION 19.89. (1) Sei V ein euklidischer Vektorraum. Eine Isometrie von V heift or-
thogonale Abbildung.

(2) SeiV ein unitdrer Vektorraum. Eine Isometrie von V heif3t unitdre Abbildung.

Die Verkettung von Isometrien ist eine Isometrie, und die Umkehrabbildung einer Isometrie
ist eine Isometrie; beides priift man unmittelbar nach. Offenbar ist auch die identische Abbil-
dung eine Isometrie fiir jedes Skalarprodukt. Also bilden die Isometrien eines Vektorraums
mit Skalarprodukt eine Gruppe. Auch fiir diese Gruppe differenziert man zwischen dem
reellen und dem komplexen Fall.

DEFINITION 19.90. (1) Sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt . Die ortho-
gonalen Abbildungen bilden eine Untergruppe der Gruppe Autg(V), die wir mit O(V)
bezeichnen (oder mit O(V, ), um die Abhéngigkeit von f explizit zu machen), und die
orthogonale Gruppe des euklidischen Vektorraums V nennen.

(2) Sei V ein unitdrer Vektorraum mit Skalarprodukt . Die unitdren Abbildungen bilden
eine Untergruppe der Gruppe Autc(V), die wir mit U(V) bezeichnen (oder mit U(V, ),
um die Abhéngigkeit von f explizit zu machen), und die unitire Gruppe des unitiren
Vektorraums V nennen.

4
Wie iiblich konnen wir die Eigenschaften orthogonal und unitdr auf Matrizen {ibertragen.
DEFINITION 19.91. (1) Eine Matrix A € GL,(R) heifit orthogonal, falls A~" = A".
(2) Eine Matrix A € GL,(C) heifdt unitdr, falls A™" = A*.

_|

Es gilt dann also:

LEMMA 19.92. Sei V ein euklidischer/unitdrer Vektorraum und 2 eine Orthonormalbasis. Seif :V — V
ein Automorphismus. Dann sind dquivalent:

(i) f ist orthogonal/unitir,
(ii) MZ(f) ist orthogonal/unitiir.

BEWEIs. Wir haben in Satz 19.87 gesehen, dass (i) dazu dquivalent ist, dass f ' = f™* gilt.
Weil 4 eine Orthonormalbasis ist, gilt Mjg *) = M?g )*. Damit folgt die Aquivalenz zu
(ii). O
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Mit dem Lemma oder durch eine direkte Rechnung sieht man, dass Produkte von orthogo-
nalen/unitdren Matrizen wieder orthogonal/unitér sind, dass das Inverse einer orthogo-
nalen/unitiren Matrix wieder orthogonalen/unitér ist, und dass die Einheitsmatrix diese
Eigenschaft hat. Deshalb bilden die orthogonalen/unitdren Matrizen eine Gruppe.

DEFINITION 19.93. (1) Die Teilmenge O(n) C GL,(R) der orthogonalen Matrizen ist eine
Untergruppe und heifdt die orthogonale Gruppe.

(2) Die Teilmenge U(n) C GL,(C) der unitdren Matrizen ist eine Untergruppe und heifit die
unitdre Gruppe.

Mittels der tiblichen Entsprechung von Endomorphismen von K" und Matrizen (den dar-
stellenden Matrizen beziiglich der Standardbasis) entspricht dann die orthogonale/unitére
Gruppe des Standardvektorraums K" mit dem Standardskalarprodukt gerade der Gruppe
O(n) bzw. U(n).

Offenbar sind orthogonale und unitére Abbildungen und Matrizen normal.

BEISPIEL 19.94. (1) Wir betrachen als Beispiel den R-Vektorraum R* mit dem Standard-
skalarprodukt. Sei A € O(2). Wenn det(A) = 1ist, nennen wir A eine Drehmatrix und
den zugehorigen Automorphismus von A eine Drehung. Vergleiche Ergdnzung 1.7.60,
Erginzungl.9.24, Satz .11.27.

Wir schreiben A = <Z 2) mita, b, c,d € R.Es gilt dann A = A~ das bedeutet

(-(42)

alsod = a,c = —b, und wir erhalten

a —b
a- (2 )
Die Bedingung det(A) = 1 bedeutet a®> + b*> = 1. (Geometrisch bedeutet das ||Ae|| =1,

also einfach, dass das Bild von e; unter A auf dem Einheitskreis liegt. Da A orthogonal,
also abstandserhaltend ist, ist klar, dass das gelten muss.)

Seid € [0, 27) die eindeutig bestimmte Zahl mit cos(3) = a, sin(3) = b. Es gilt dann

Ao (S00) 00

und wir nennen A die Drehung um den Winkel 3 (gegen den Uhrzeigersinn).

Isto < 9 < &, soistd gleich dem Winkel zwischen e; und Ae;. Ist 1 < 3 < 2m, so ist
der Winkel zwischen e; und Ae, gleich 27 — 9. (Man beachte, dass der Winkel zwischen
zwei Vektoren v, w immer zwischen o und r liegt -- dieser Winkel ist »der kleinere« der
beiden Winkel, die von v und w eingeschlossen werden, unabhéngig von der Reihenfolge
von v und w.)

Fiur §,n € [o, 27) sind die Matrizen pg und p, genau dann konjugiert, wenn 3 = n oder

8§ = 2 — n gilt. Die Matrix py ist genau dann diagonalisierbar (iiber R), wenn sie eine
Diagonalmatrix ist, und das ist genau fiir 3 = ound 3 = & der Fall: Es ist p, = Ej,

p;-r - _Ez.
Seinun det(A) = —I. In diesem Fall folgt d4hnlich wie oben, dass
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mita,b € R,a*+b* = 1gilt. Das charakteristische Polynom von A ist dann X* —1, wie man
unmittelbar nachrechnet. Die Matrix A hat also die Eigenwerte 1 und —I. Die Eigenrdume
zu den beiden Eigenwerten sind zueinander orthogonal. Das folgt aus dem Spektralsatz
fiir normale Endomorphismen; in diesem Fall geniigt aber auch eine einfache direkte
Rechnung. Wir nennen A die Spiegelung an der Gerade V, (dem Eigenraum von A zum
Eigenwert 1).

(2) Als ein weiteres Beispiel betrachten wir A € O(3) mit det(A) = 1, also eine »Drehung«
des euklidischen Vektorraums R3 mit dem Standardskalarprodukt.

Wir wollen zuerst zeigen, dass A einen Eigenvektor zum Eigenwert 1 besitzt. Es gilt
det(A — E5) = det(A — AA") = det(A) det(E; — A") = det(E; — A) = —det(A — Es),

also det(A — E5) = o0, wie gewiinscht. Seiv € R3 ein Eigenvektor zum Eigenwert 1, das
heifit Av = v. Der Untervektorraum U = (v)* ist dann A-invariant.

Seif:U — U der von A induzierte Endomorphismus von U. Die Determinante von A auf
V = (v) ® U ist das Produkt des Eigenwerts 1 von v und von det(f ). Es folgt det(f) = 1und
genauer, dass f € O(U) ein Element der orthogonalen Gruppe von U ist, wenn wir U mit
dem Skalarprodukt versehen, das durch Einschrankung des Standardskalarprodukts
auf U gegeben ist. Wenn wir eine Orthonormalbasis b,, b; von U wihlen und ohne Ein-
schrankung ||v|| = 1 annehmen, erhalten wir mit b, := v, b,, b; eine Orthonormalbasis
von R3, beziiglich derer A die darstellende Matrix diag(1, pg) fiir ein 3 € [0, 27r) hat.
Wenn man gegebenenfalls b, und b; vertauscht, kann man erreichen, dass 9 € [0, 7]
liegt. Siehe auch Satz 19.99 weiter unten.

O

SATZ 19.95. Sei V ein euklidischer/unitdirer Vektorraum und % eine Orthonormalbasis. Sei € eine
weitere Basis von V. Dann gilt: € ist genau dann eine Orthonormalbasis, wenn die Basiswechselmatrix
M orthogonal bzw. unitiir ist.

BEwWEIS. Wir schreiben % = (by, ..., b,), ¢ = (ci, ..., ¢n). Seif:V — V der Endomorphis-
mus, der gegeben ist durch f(b;) = ¢;,i = 1, ...,n. Dann ist M4, = M7 (f), denn die j-te Spalte
ist in beiden Fillen der Koordinatenvektor von ¢; beziiglich 4.

Diese Matrix ist genau dann orthogonal bzw. unitidr, wenn f eine Isometrie ist, und das ist
dazu dquivalent, dass mit # auch ¢ eine Orthonormalbasis ist. g

SATZ 19.96. Sei V ein unitdrer Vektorraum und sei f € End C(V). Dann sind dquivalent:

(i) f ist eine Isometrie,

(ii) esexistiert eine Orthonormalbasis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht, und fiir alle Eigenwerte
Avonfist|A| =1L

BEWEIS. Seif eine Isometrie. Nach dem Spektralsatz fiir normale Endomorphismen
existiert eine Orthonormalbasis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht. Weil f eine
Isometrie ist, d.h. f* = f~'gilt, gilt A = A7, also AA = 1 fiir alle Eigenwerte A von f. Mit
anderen Worten: Alle Eigenwerte von f haben Absolutbetrag 1.

Die Umkehrung ist klar. O

Fiir euklidische Vektorraume ist die Situation etwas komplizierter, weil nicht jede orthogo-
nale Abbildung diagonalisierbar ist. Jedenfalls miissen auch in diesem Fall alle Eigenwerte
Absolutbetrag 1 haben.

LEMMA 19.97. Seien V ein euklidischer Vektorraum und f ein orthogonaler Endomorphismus von V.
Ist A € R ein Eigenwert von f, so gilt A = 1 oder A = —1.
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BEWEISs. Sei||+|| dievon dem Skalarprodukt auf Vinduzierte Norm. Seiv ein Eigenvektor
von f zum Eigenwert A. Es gilt dann

Vil = IF W) = [[Av]] = [Al[|v]l,
das bedeutet [A| = 1. O

Wir wollen nun auch fiir Isometrien von euklidischen Vektorraumen eine »Normalform«
angeben.

THEOREM 19.98 (Normalform fiir Isometrien eines euklidischen Vektorraums). Sei V ein
euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Sei f:V — V eine Isometrie. Dann existiert eine
Orthonormalbasis % von V, so dass Mjg (f) eine Blockdiagonalmatrix

MZ%(f) = diag(Ay, ..., Ap)
mit Blécken der folgenden Form ist:

o (GroRe1) (1) € Mi(R),
o (GroRer1) (—1) € M((R),

e (Grofle 2) A € M,(R) eine Drehmatrix pg = <
9 € (o,m).

cos(9) —sin(9)

sin(9)  cos(9) ) zu einem Winkel

Die Anzahl der Eintrdge, die gleich 1 sind, sowie die Anzahl der Eintrdge, die gleich —1 sind, sind unabhdingig
von der Wahl der Basis. Die Anzahl der Blicke der GrifSe 2 sowie die Drehwinkel, die in diesen Blocken
auftreten, sind (bis auf die Reihenfolge) unabhdngig von der Wahl der Basis.

BEwWEIs (EINDEUTIGKEIT). Die Eindeutigkeit ist nicht schwer zu zeigen, denn das cha-
rakteristische Polynom einer Blockdiagonalmatrix der angegebenen Form mit r Blocken

der ersten Form, s Blocken der zweiten Form und Blocken der Gr6fRe 2 zu den Drehwinkeln
191’ ceey 9[’ iSt

X—1)'X+1)5X*—2cos(G)X+1)----- (X* —2cos(3)X +1).

Wegen o < §; < m sind die Polynome der Form X? — 2 cos(&;)X + I irreduzibel in R[X]. Es
folgt, dass wir die Anzahlen und Gestalt der Blocke am charakteristischen Polynom von
f vollstidndig ablesen kénnen, und damit haben wir die Eindeutigkeitsaussage des Satzes
bewiesen. O

Die Existenz der angegebenen Darstellung ist schwieriger zu beweisen. Wir geben weiter
unten in diesem Abschnitt einen moéglichen Beweis (Ergdnzung 19.100), in dem die Aus-
sage direkt auf den Spektralsatz fiir normale Endomorphismen zuriickgefiihrt wird, und
in Abschnitt 19.7 einen weiteren Beweis, der vielleicht weniger geradlinig ist (es wird ge-
wissermafien ein Trick benutzt), der aber dafiir deutlich kiirzer ist, wenn man einmal den
Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen bewiesen hat (was wir ohnehin machen
werden, aber eben erst in Abschnitt 19.7).

In der Matrixversion lautet der Satz wie folgt.

SATZ 19.99 (Normalform fiir orthogonale Matrizen). Sei A € O(n). Dann existiert eine Matrix
S € O(n), so dass SAS™" eine Blockdiagonalmatrix

SAS™' = diag(Ay,...,Am)

mit Blocken der folgenden Form ist:

o (Grofe1) (1) € My(R),
o (Grofe1) (—1) € M;(R),
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) ) . _ [cos(3) —sin(9)
o (GroRe 2) A € M;(R) eine Drehmatrix pg = <sin(9) cos(9)

9 € (o,m).

> zu einem Winkel

Die Anzahl der Eintrdge, die gleich 1 sind, sowie die Anzahl der Eintrdge, die gleich —1 sind, sind unabhdngig
von der Wahl der Matrix S. Die Anzahl der Blocke der Grife 2 sowie die Drehwinkel, die in diesen Blécken
auftreten, sind (bis auf die Reihenfolge) unabhdngig von der Wahl von S.

Es ist dquivalent, diese Form oder die vorherige zu beweisen, da wir jeder orthogonalen
Abbildung durch Wahl einer Orthonormalbasis eine orthogonale Matrix zuordnen kénnen.
Wirwerden nun einen Beweis erkldren, der ausnutzt, dass eine orthogonale Matrix A € O(n),
als Matrix in M, (C) aufgefasst, in U(n) liegt, also unitdr ist, und wir demzufolge Satz 19.96
anwenden kdnnen.

ERGANZUNG 19.100 (Beweis der Normalform fiir orthogonale Matrizen).

BEISPIEL 19.101. Wir betrachten noch einmal das Beispiel einer Drehmatrix
A (a —b) _ <cgs(3) - sin(9)>
b a sin(3) cos(9)
mita = cos(3),b =sin(9) € R,a® +b* = 1,9 € [0, 27). Siehe Beispiel 19.94 (1).
Das charakteristische Polynom von A ist
charpol, = X* —2aX +1=X*—2cos(3)X +1,

seine Nullstellen in C sind A := a — ibund A = a + ib. Die zugehorigen Eigenriume sind

a-() ()

wie man unmittelbar nachrechnet. Bezeichnen wir mit & die Standardbasis von C2 und
setzen & = (b;,b,) mit

also

so ist # eine Orthonormalbasis von C? und
B:=MSAMZ = S'AS = diag(A, A).
Wir erhalten durch diese explizite Rechnung das Ergebnis von Satz 19.96 in diesem speziellen

Beispiel, und gleichzeitig eine Idee, wie man »in die umgekehrte Richtung gehen« kann,
siehe den Beweis von Satz 19.99. O

Das folgende Lemma ist ein wichtiger Baustein im Beweis von Satz 19.99 unten, weil es uns
erlaubt, den zugrundeliegenden Vektorraum der betrachteten orthogonalen Abbildung in
geeignete Unterrdume zu zerlegen.

LEMMA 19.102. Seip € R[X] normiert und irreduzibel. Dann gilt deg(p) = 1, dh.p = X — a fiir ein
a € R, oder deg(p) = 2, und indiesem Fall giltp = (X — A)(X — A) fireinA € C\ R.

BEWEIS. Wir betrachten ein irreduzibles Polynom p € R[X]| mit deg(p) > 1. Dann hat
p in R keine Nullstelle. Aber iiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper C zerfillt p in
Linearfaktoren. Ist A € C eine Nullstelle von p, so ist auch A eine Nullstelle, denn

p(A) = p(4) = o,
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wobei wir fiir die erste Gleichheit benutzen, dass alle Koeffizienten von p reell sind. Wegen
A & Rgilt A # A, und wir sehen, dass

g =X—-2)X-AD)=X*—-—A4+1)X+A1=X*>*—2Re(A)X + |A|>* =X>* —2Re(A)X +1

ein Teiler von p in C[X] ist. Es ist ¢ € R[X], wie wir an der Darstellung auf der rechten
Seite sehen, und die Teilbarkeitsbeziehung (die wir ja so ausdriicken konnen, dass p bei
Polynomdivision durch q Rest o lisst) gilt auch in R[X]. Weil p irreduzibel und normiert ist,
folgt, dass p = g ist. O

Wir benétigen auch noch das folgende Lemma, das als eine Variante des Spektralsatzes
betrachtet werden kann.

LEMMA 19.103. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt, seif:V — V ein
normaler Endomorphismus und sei A € K eine Nullstelle der charakteristischen Polynoms von f. Dann
stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit von A iiberein, d. h. der Eigenraum V) hat Dimension
mult, (charpoly).

BEWEIS. Man kann vorgehen wie in unserem Beweis des Spektralsatzes fiir normale
Endomorphismen (Theorem 19.75). O

BEWEIS VON SATZ 19.99. Nach Lemma 19.102 kdnnen wir das charakteristische Poly-
nom von A in C[X] zerlegen als

X=X+ D)X = A) (X —Ap) - (X =) (X — A)

furr,s,t > 0,A; € C\ R, so dass alle A; negativen Imaginirteil haben. Diese Zerlegung ist
bis auf die Reihenfolge von A,, ..., A; eindeutig bestimmt.

Seif:R" — R" die orthogonale Abbildung v — Av. Die Behauptung ist dazu dquivalent, dass
eine Orthonormalbasis % existiert, so dass M%(f ) eine Blockdiagonalmatrix der angegebe-
nen Form ist. Wir konnen dann S als die Basiswechselmatrix Mﬁ% definieren, wobei & die
Standardbasis bezeichne.

Wir betrachten nun wieder die Zerlegung des charakteristischen Polynoms von A in Line-
arfaktoren in C[X]. Seien V; und V_, die Eigenrdume zu den Eigenwerten 1 und —I. Aus
Lemma 19.103 folgt dim(V;) = rund dim(V_;) = s. Seien v, ..., v, bzw. wy, ..., w, eine Ortho-
normalbasis von V; bzw. V_j.

Sei fc:C" — C" die unitdre Abbildung v — Av. Die Vektoren vy, ..., v,, die per Definition
eine R-Basis des R-Vektorraums V; = V,(f) bilden, bilden dann auch eine C-Basis des
C-Vektorraums V,(fc), denn es gilt dim¢ Vi(fc) = rund vy, ..., v, sind auch tber C linear
unabhingig. Entsprechendes gilt fiir V_,(f¢).

Wir bezeichnen fiir v € C" mit v den Vektor, der aus v hervorgeht, indem alle Eintrige
durch ihr komplex Konjugiertes ersetzt werden. Dann ist v = v dquivalent zu v € R". Es gilt
|[v|| = ||v||,und v L wistdquivalent zuv L w(wobeiwir C" mit dem Standardskalarprodukt
versehen).

Istv € C" ein Eigenvektor von fr zum Eigenwert A, so folgt

fo(¥) = Av = Av = Av = AV,
weil A nur reelle Eintrige hat. Also ist v ein Eigenvektor von fc zum Eigenwert A.
Angesichts der obigen Zerlegung des charakteristischen Polynoms und des Spektralsatzes,
angewandt auf die trigonalisierbare normale Abbildung fr, kénnen wir nun die C-Basis
Viy ooy Ve Wy, ..., wg von Vi (fe) @ V_i(fc) durch Vektoren z;, 7y, ..., 2,2z € C" zu einer Ortho-
normalbasis von C" ergidnzen, wobei fiir alle j der Vektor z; ein Eigenvektor von f¢ zum
Eigenwert A; sei (und folglich z; ein Eigenvektor zum Eigenwert ]T} ist).
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Wir fixieren nunj € {1, ..., t} und schreiben z := z;, A := A;. Seienx,y € R" mitz = x +iy,
wir zerlegen also z (eintragsweise) in Real- und Imaginirteil, und

x=+v2x, y=+2y.

Offenbar gilt dann (z,Z)¢c = (x, y)c (wobei der Index (—)¢ anzeigen soll, dass hier der von
den angegebenen Vektoren erzeugte C-Untervektorraum von C", also die Menge aller Line-
arkombinationen mit Koeffizienten in C gemeint ist) und als Basiswechselmatrizen haben
wir

(zz) I (1 1 xy) _ T (1 —i @1 (22 %
My = 72 (i —i) o M =7 <1 i ) (= Mey) ™ = M)
(vergleiche Beispiel 19.101).

Weil die Basiswechselmatrizen unitér sind, folgt ||x|| = |[y|| = 1und x L y (diese Eigenschaf-
ten kann man natiirlich auch leicht direkt nachrechnen), und damit, dass es sich bei x, y

ebenfalls um eine Orthonormalbasis des zweidimensionalen Vektorraums (z,z)c = (x, y)c
handelt.

Als darstellende Matrix von fc ). bezliglich der Basis x, y erhalten wir damit, wenn wir
A=a—ibmita,b € R,a* + b* =1,b < 0, schreiben,

I (1 1\ (A o\ I (1 —i\_(a —b\_
2\ —ij\o A) 2\t i) \b a)™P
mit 3 € (0, 7),sodassa = cos(#). Dab > ound § € (o, n) sind, gilt dann auch b = sin(9).

Sei U = (x,y) N R" der von x und y erzeugte R-Untervektorraum von R". Dann ist U
ein f-invarianter Unterraum mit R-Basis x, y, und die darstellende Matrix von fiy (als R-
Vektorraum-Homomorphismus) beziiglich dieser Basis ist ebenfalls p;.

Indem wir dieses Argument fiir alle j durchfiihren, konstruieren wir eine Orthonormalbasis
X1, Y1, - X, e von (Vi(f) @ Vi (f))*4, so dass B = (vy, ..., vy, Wy, ..., We, X1, V1, .., Xg, Vi) €ine
Orthonormalbasis von R" ist, fiir die M7 (f) genau die gewiinschte Form hat. O

U Ergédnzung 19.100

ERGANZUNG 19.104. Der Grund, dass wir den Satz zuerst in der Matrizenversion bewiesen
haben, ist, dass es damit einfacher ist, vom reellen Vektorraum R" zu einem komplexen
Vektorraum tiberzugehen.

Mit der Technik der Erweiterung der Skalare (Abschnitt 18.5.3) kann man aber auch ohne
diesen »Umweg« arbeiten, vergleiche auch Ergédnzung 19.68. Siehe Ergdnzung 19.77 fiir eine
dhnliche Situation, wo man mit dieser Methode Aussagen iiber reelle Vektorrdume durch
Zuriickfithrung auf den komplexen Fall beweisen kann. O Ergénzung 19.104

BEISPIEL 19.105. Wir wollen anhand des Satzes iiber die Normalform orthogonaler Abbil-
dungen bzw. Matrizen die Elemente der orthogonalen Gruppe O(3) analysieren, dhnlich wie
wir es in Beispiel 19.94 (1) auf direktem Wege fiir O(2) getan haben, vergleiche auch Teil (2)
des vorgenannten Beispiels.

Seialso A € O(3), d.h. A ist eine invertierbare (3 x 3)-Matrix iiber R mit A™! = A’ Wir
unterscheiden wieder die beiden Fille det(A) = 1 und det(A) = —1I.
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Fall1:det(A) = 1. Es muss mindestens einen Block der Grofie 1 geben, weil A ungerade Grofie
hat. Weil Drehmatrizen py (fiir alle 3 € [0, 27)) Determinante 1 haben, konnen wir A durch
ein § € O(3) in eine Matrix der Form

ST'AS = diag(1,pg)

konjugieren. Wir lassen hier die Fille 3 = o (also A = E5) und 3 = 7 (also A konjugiert zu
diag(1, —1, —1)) zu. Dies sind die beiden Fille, in denen A (mit det(A) = 1) diagonalisierbar
ist, mit anderen Worten die Matrizen, die eine Normalform haben, die aus »3 Blocken der
Grofie 1« besteht.

Seiv = Se, die erste Spalte von S; es gilt dann also Av = v. Sei U = (v)*. Dann werden
unter der Abbildung f4:R3 — R3, x — Ax, alle Elemente von (v) auf sich selbst abgebildet.
Der Unterraum U ist f4-invariant und wenn wir U als euklidischen Vektorraum (mit der
Einschrinkung des Standardskalarprodukts von R3 auf U) betrachten, ist f5; eine Drehung
um den Winkel 9.

Wir nennen f4 eine Drehung von R3 mit Drehachse (v), und dementsprechend A eine Drehma-
trix.

Fall 2: det(A) = —1. In diesem Fall existiert S € O(3) mit
ST'AS = diag(—1,pg), 9 € [o,n].

Wir schreiben b; = Se;, i = 1, 2, 3. Die Vektoren b; bilden eine Orthonormalbasis von R3, weil
S eine orthogonale Matrix ist.

Der Fall § = o bedeutet, dass A konjugiert ist zur Diagonalmatrix diag(—1,1,1). Sei dann
U = (b,,b5) = (b;)*. Alle Elemente von U werden unter f4 auf sich selbst abgebildet. Jedes
Element der Gerade (b,) wird auf sein Negatives abgebildet. Wir nennen in diesem Fall f5
die Spiegelung an der Ebene U.

Im Fall = 7 ist A konjugiert zu diag(—1, —1, —1I), also sogar A = Ez. Dann ist A die Punkt-
spiegelung im Ursprung.

Diese beiden Fille sind (fiir det(A) = —1I) diejenigen, in denen A diagonalisierbar ist, also
eine Normalform im Sinne des Satzes hat, die aus drei Blocken der Grofie 1 besteht.

Esverbleibt der Fall 0 < § < &, in dem A nicht diagonalisierbar ist. Es gilt dann
A = diag(—1,1,1) diag(1,pg) = diag(1,py) diag(—1,1,1),
wir kénnen dementsprechend £, als Verkettung einer Spiegelung (in der Ebene (b,, b5)) und

einer Drehung (mit Drehachse (b;)) schreiben, und diese beiden kommutieren miteinander.
Wir nennen f, in diesem Fall eine Drehspiegelung. O

In dhnlicher Weise kann man eine Normalform fiir beliebige normale Endomorphismen von
euklidischen Vektorrdumen angeben (also sozusagen eine Version des Spektralsatzes fiir
normale Endomorphismen, in der auf die Voraussetzung der Trigonalisierbarkeit verzichtet
wird). Man kann dann natiirlich -- wie wir schon bei den Isometrien gesehen haben --im
allgemeinen keine Diagonalform erreichen, sondern »nur« eine Blockmatrix mit Blocken
der Grofle 1 und 2. Siehe zum Beispiel [Loz] Kapitel VIII.5 oder [War] Satz 7.94. Vergleiche
auch Abschnitt 17.7.1 tiber die »Jordansche Normalform« iiber R.

ERGANZUNG 19.106. Sei V ein euklidischer Vektorraum. Eine Spiegelung ist eine von idy
verschiedene Isometrie f:V — V, so dass ein Untervektorraum U C V mit dim(U) =
dim(V) — 1 existiert, so dass f(u) = u fiir alleu € U gilt. Es gilt dann U = (v) fiir einen
Eigenvektor von f zum Eigenwert —1I.

Es folgt leicht aus dem Satz iiber die Normalform von orthogonalen Abbildungen, dass sich
jedes Element der orthogonalen Gruppe O(V) als Produkt von Spiegelungen schreiben lésst.
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(Vergleiche Beispiel 19.105.) Es ist aber auch nicht schwer, dieses Ergebnis direkt zu beweisen.
Genauer kann man zeigen, dass man jedes Element von O(V) als Produkt von hochstens
dim(V) vielen Spiegelungen ausdriicken kann. O Ergénzung 19.106

19.7. Die Hauptachsentransformation

19.7.1. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen. In diesem Ab-
schnitt wollen wir den Spektralsatz fiir normale Endomorphismen f eines Vektorraums mit
Skalarprodukt in dem speziellen Fall, dass f sogar selbstadjungiert ist, dass also f = f* gilt,
noch weiter verbessern. In der Tat sind selbstadjungierte Endomorphismen auch im Fall
K = R immer trigonalisierbar, wie der folgende Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen
zeigt.

THEOREM 19.107 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen). Sei V ein endlichdimensio-
naler K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt und sei f € Endg (V) selbstadjungiert.

Dann existiert eine Orthonormalbasis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht, und alle Eigenwerte
von f sind reell.

BEWEIS. Wir betrachten zuerst den Fall K = C. Nach dem Spektralsatz fiir normale
Endomorphismen existiert eine Orthonormalbasis % von V, die aus Eigenvektoren von
f besteht. Die darstellende Matrix M7 (f) ist dann eine hermitesche Diagonalmatrix, und
folglich sind alle Diagonaleintrége -- also die Eigenwerte von f -- reell.

Im Fall K = R argumentieren wir wie folgt. Sei ¢ eine Orthonormalbasis von V und sei
A = MZ(f). Dies ist eine symmetrische Matrix in M,(R) (mit n = dim V). Wir kénnen A
auch als hermitesche Matrix in M,(C) betrachten und den Fall K = C auf diese Matrix
(bzw. den Endomorphismus v — Av von C") anwenden. Das zeigt, dass alle Nullstellen (in
C) des charakteristischen Polynoms der Matrix A in R liegen, oder mit anderen Worten,
dass dieses Polynom im Ring R[X] vollstindig in Linearfaktoren zerfillt. Es folgt, dass A
auch iiber R trigonalisierbar ist. Die Aussage des Satzes folgt also aus dem Spektralsatz fiir
normale Endomorphismen. O

Insbesondere sehen wir auch, dass das charakteristische Polynom einer hermiteschen Matrix
in M,(C) ein Polynom in R[X] ist.

ERGANZUNG 19.108. Der Kern des Spektralsatzes fiir selbstadjungierte Endomorphismen
ist die Existenz eines Eigenvektors v. Hat man diesen, so kann man das orthogonale Komple-
ment (v)* betrachten und induktiv weiterarbeiten. Wir geben hierfiir noch einen weiteren,
ganz anderen Beweis, fiir den man nicht mit den komplexen Zahlen arbeiten muss, aller-
dings ein bisschen Analysis bendtigt, wie sie in der Vorlesung Analysis 2 behandelt wird.

Wir formulieren den Beweis fiir eine symmetrische Matrix A € M,(R). Sei :R" x R" — R
die durch A gegebene Bilinearform,

B(v,w) = v'Aw,

und sei ¢:R" — R definiert durch g(v) = B(v,v). (Dies ist die zu  gehoérige »quadratische
Forme, siehe Abschnitt 19.3.) Wir betrachten die Funktion

FR\ {0} 5 R, f(v)=q (”H) — )

(Die Norm ||-|| ist hier beziiglich des Standardskalarprodukts zu verstehen.) Offenbar handelt
es sich um eine differenzierbare Funktion. Insbesondere ist die Funktion f stetig und nimmt
daher auf der kompakten Menge "' = {v € R"; ||v|| = 1} ihr Minimum an, d.h. es gibt



186 19. BI- UND SESQUILINEARFORMEN, EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKORRAUME

Vo € S Tmitf(vy) < f(v) furallev € " ". Daf(v) = f(av) furallev € R"\ {o},a € R
gilt, folgt, dass f (nun wieder als Funktion auf ganz R" \ {0} betrachtet) in v, ein lokales

Minimum hat. Folglich verschwinden alle partiellen Ableitungen ‘f% in v,.

Wir schreiben nun A = (a;);; und betrachten fiirv = (v, ..., vy)t die Gleichung

n
> agvivy = q(v) = [v|*f(v) = v} + -+ VR (v)
ij=I
und bilden auf beiden Seiten die partielle Ableitung nach v, und werten sie aus im Punkt
Vo = (Vor, .-, Vor)! (wo die partiellen Ableitungen von f verschwinden). Wir erhalten, weil A
symmetrisch ist,

n
2 apvor = 2o uf (vo), k=1,...n,
=1

zusammengefasst also
AVO :f(VO)VO‘
Das bedeutet, dass v, ein Eigenvektor von A ist, und zwar zum Eigenwert f (v,).

Wir sehen sogar noch etwas mehr, dennist Airgendein Eigenwert von A und v ein Eigenvektor
zu diesem Eigenwert mit ||v|| = 1, so gilt

A =A|p|]? = Avly = vAv = f(v) > f(vo).

Das zeigt, dass f(v,) der kleinste Eigenwert von A ist. O Ergénzung 19.108

Wir formulieren in den folgenden beiden Korollaren noch zwei Varianten des Spektralsatzes.

KOROLLAR 19.109. Sei A € M, (K) eine hermitesche Matrix. Dann existiert eine Matrix S € GL,(K)
mitS™' = §* sodass ST'AS = S*AS eine Diagonalmatrix mit reellen Eintrdgen ist.

BEWEIS. Wir betrachten den durch A definierten Endomorphismus v — Av von K".
Dieser ist selbstadjungiert beziiglich des Standardskalarprodukts. Aus Satz 19.107 folgt die
Existenz einer Orthonormalbasis 4 die aus Eigenvektoren von A besteht, und dass alle Ei-
genwerte reell sind. Sei S := M? die Basiswechselmatrix zwischen % und der Standardbasis
&.Dann gilt die Aussage des Korollars. 0

KoROLLAR 19.110 (Hauptachsentransformation). Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum
mit Skalarprodukt (-, -). Sei B eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Dann existiert eine Orthonormal-
basis = (by, ..., b,) von V, so dass M () eine Diagonalmatrix mit reellen Eintrdgen ist.

Insbesondere ist dann also 2 eine Orthonormalbasis fiir (-, -) und gleichzeitig eine »Orthogonalbasis« fiir
B, d.h. es gilt B(b;, b;) = o fiir allei # j.

BEWEIs. Sei % eine Orthonormalbasis von V und A = My () die Strukturmatrix von
B, eine hermitesche Matrix, auf die wir den Spektralsatz in der Form von Korollar 19.109
anwenden kénnen.

Wir erhalten eine orthogonale Matrix S, so dass S*AS eine Diagonalmatrix mit reellen Ein-
tragen ist. Wir interpretieren S als Basiswechselmatrix: Sei % die eindeutig bestimmte Basis
von Vmit§ = M;? . Die Basiswechselformel fiir die Strukturmatrix von Sesquilinearformen
zeigt dann, dass Mz () = S*ASist, und weil Z und ¥ Orthonormalbasen sind, ist der durch
S gegebene Endomorphismus eine Isometrie, also S eine orthogonale Matrix (vergleiche
Satz 19.95). O
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In der Situation dieses Korollars nennt man die eindimensionalen Unterrdume (b;) C V,
i = 1, ...,n auch die Hauptachsen von 8. Wenn alle Eigenwerte von M 4(f3) verschieden sind,
dann sind die Hauptachsen bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt als die Eigenrdume
dieser Matrix. Wie der Name Hauptachsentransformation andeutet, lasst sich dieses Korollar
auch schon geometrisch interpretieren. Wir kommen darauf in Abschnitt 19.7.3 noch einmal
zuriick.

Mit dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen kénnen wir auch die Normal-
form fiir orthogonale Abbildungen beweisen.

BEWEIS VON THEOREM 19.98. Sei V # 0 ein euklidischer Vektorraum mit Skalarpro-
dukt (+,+) und seif:V — V eine orthogonale Abbildung.

Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes hatten wir bereits begriindet. Fiir die Existenzaussage
fiihren wir Induktion nachn = dim V.Im Fall n = 1folgt die Aussage direkt aus Lemma 19.97,
das sagt, dass als Eigenwerte einer orthogonalen Abbildung nur 1 und —1I in Frage kommen.
Den Fall n = 2 haben wir in Beispiel 19.94 (1) untersucht, und dort die entsprechende
Darstellung hergeleitet.

Seinun n > 2. Der Kern des Beweises ist die folgende Behauptung.
Behauptung. Es existiert ein f-invarianter Untervektorraum o # U C V mitdim(U) < 2.

Begriindung. Wenn f einen Eigenvektor besitzt, ist die Sache klar, aber das wird im allgemei-
nen nicht der Fall sein. Wir betrachten die Abbildung g := f + f*. Diese ist selbstadjungiert
und besitzt nach dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen, Satz 19.107,
einen Eigenvektor v zu einem Eigenwert A € R.

Wir zeigen, dass U := (v, f(v)) ein f-invarianter Unterraum ist. Offenbar geniigt es dafiir,
nachzuweisen, dass f?(v) € U ist. In der Tat folgt aus f* = f~', dass

fPO) =fUE) +f ) =) =f(g(v) = f(f*(v) =Af(v) —veU

gilt. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wir konnen U mit der Einschriankung des auf V gegebenen Skalarprodukts nach U als eukli-
dischen Vektorraum betrachten. Die Einschrénkung f; ist dann eine orthogonale Abbildung
U — U. Dann besitzt U eine Orthonormalbasis, so dass die darstellende Matrix von f|y die
gewiinschte Form hat. In der Tat, ist det(f[y), so ist die Abbildung beziiglich einer geeigneten
Orthonormalbasis durch eine Drehmatrix pg mit [0, 27) darstellbar. Ist 3 = 0, so handelt es
sich um die Einheitsmatrix E,, die wir im Kontext des Satzes als zwei Blocke 1 der Grofie 1
betrachten. Ist ¢ = &, so haben wir —E,, also zwei Blocke —1 der Grofie 1. Ist 1 < & < 27, so
vertauschen wir die beiden Basisvektoren und bekommen als neue Matrix die Matrix p,,_g.
Es bleibt dann nur der Fall 0 < § < 7, in welchem wir gerade einen Block der Grofie 2 von
ger gewiinschten Form bekommen.

Das orthogonale Komplement U™ ist ebenfalls f-invariant, denn firu € U,u’ € U' ist
(u,f(u)) = (f (u),u) = o(daf ' (u) € Uist). Auch auf U~ erhalten wir durch Einschrin-
kung des Skalarprodukts auf V ein Skalarprodukt, und fj;. ist dann orthogonal. Per In-
duktion kénnen wir annehmen, dass U eine Orthonormalbasis der gewiinschten Art hat.
Durch Zusammensetzen erhalten wir eine Orthonormalbasis von V, beziiglich der f die
angegebene Blockdiagonalform hat. 0

19.7.2. Der Trigheitssatz von Sylvester. Wir erhalten aus dem Spektralsatzes ein
weiteres Kriterium fiir die positive Definitheit einer hermiteschen Sesquilinearform geben,
das man manchmal als das Eigenwertkriterium bezeichnet.
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KOROLLAR 19.111. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, 2 eine Basis von V und 3 eine
hermitesche Sesquilinearform. Dann sind dquivalent:

(i) Die Form B ist positiv definit.
(ii) Alle Eigenwerte der Matrix M () liegen in R ..

~ BEwers. Wenn B positiv definit und v € K" ein Eigenvektor von M %(p) ist, so gilt fiir
v :=c(v),dass
0 < BV ,v) = vMy(B)v = Av'y,
und wegen v*v > o folgt A > o.

Fir die Umkehrung verwenden wir den Spektralsatz. Die Matrix M 4(f) ist hermitesch,
folglich diagonalisierbar, und genauer existiert eine orthogonale bzw. unitidre Matrix S, so
dass S*M»(B)S = ST'"M 4(B)S eine Diagonalmatrix ist. Aus der zweiten Darstellung und der
Voraussetzung folgt, dass alle Eintrage dieser Diagonalmatrix in R-,, liegen. Aus der ersten
Darstellung folgt, dass diese Diagonalmatrix die Strukturmatrix von f beziiglich einer Basis
von V ist. Es ist dann klar, dass 8 positiv definit ist, vergleiche Beispiel 19.50. O

Von dem vorstehenden Korollar lassen sich leicht auch Varianten fiir positiv semidefinite
Formen, negativ definite Formen usw. angeben. Der sogenannte Trigheitssatz von Sylvester
(nach James Joseph Sylvester’, 1814--1897), den wir als nichstes beweisen, prizisiert die
Situation noch weiter (und das Eigenwertkriterium ergibt sich daraus erneut).

THEOREM 19.112 (Sylvesterscher Tragheitssatz). Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum,
n = dim V und B eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Sei % eine Basis von V, und seien k., k_
bzw. k, die Anzahlen der Eigenwerte von M (B), die positiv, negativ bzw. = 0 sind, jeweils gezdhlt mit
der Vielfachheit der entsprechenden Nullstelle des charakteristischen Polynoms.

(1) Esexistiert eine Basis ¢ von V, so dass
My (B) = diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0)
(mit k. Eintrdgen = 1, k_ Eintrdgen = —1 und ko, Eintrdgen = o) ist.

(2) Esistky + k_ + ko = n, die Zahlen k., k_ und ko, sind unabhdngig von der Wahl der Basis 8 und
lassen sich folgendermafSen charakterisieren:
e ki = max{dim(U); U C V Unterraum, so dass By .y positiv definit} =: m,
e k_ = max{dim(U); U C V Unterraum, so dass B|y .y negativ definit} =: m_,
® ko = dim Vo, wobei Vo, = {w € V; fiirallev € V : B(v,w) = o} der sogenannte Nullraum
von B ist.

Das Tripel (ky,k_, ko) € N3 nennen wir die Signatur oder den Signaturtyp von f3.

BEWEISs. Seizunichst % irgendeine Basis von V und sei A = M 4(f). Die Matrix A ist
hermitesch, und nach dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen liegt das
charakteristische Polynom von A in R[X] und zerfillt iiber R vollstindig in Linearfaktoren.
Das zeigt bereits, dass k. + k_ + ko, = n gilt.

Wir wenden Korollar 19.110 an und sehen damit, dass eine Matrix S € GL,(K) mitS™' = S§*
existiert, so dass D := ST'AS = S*AS Diagonalgestalt hat. Wir betrachten S, dhnlich wie
in einigen der vorherigen Beweise, als Basiswechselmatrix S = MY, fiir eine (eindeutig
bestimmte) Basis ¢ = (cy, ..., ¢,) von V. Dann ist D = M () und diese Matrix hat wegen
D = S7'AS dieselben Eigenwerte wie A.

Shttps://de.wikipedia.org/wiki/James_Joseph_Sylvester
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A DEMONSTRATION OF THE THEOREM THAT EVERY HOMO-
GENEOUS QUADRATIC POLYNOMIAL IS REDUCIBLE BY
REAL ORTHOGONAL SUBSTITUTIONS TO THE FORM OF
A SUM OF POSITIVE AND NEGATIVE SQUARES.

[Phalosophical Magazine, Iv. (1852), pp. 138—142.]

It is well known that the reduction of any quadratic polynomial
L2242, 2)ay+(2, 2)¥*+... +(n, n) £

to the form a,8*+ ayn*+ ...+ aa, where ¢ 7 ... 6 are linear functions of
@, y...t, such that 2+ 4°+ ...+ remains identical with {*+9*+...+ 6
(which identity is the characteristic test of orthogonal transformation),
depends upon the solution of the equation

A D+ A 2......... a.n) 1=0

series (resulting from the method of orthogonal transformation)

L3 (), 36 - (),
21 Qs AyQs - .. Oy,

i8 by no means so- easily demonstrable in the general case by a direct method,
and the attention of algebraists is invited to supply such direct method of
demonstration. My knowledge of the fact of this equivalence is, as I have
stated, deduced from that remarkable but simple law to which I have
adverted, which affirms the invariability of the number of the positive and
negative signs between all linearly equivalent functions of the form X + ¢,a”
(subject, of course, to the condition that the equivalence is expressible by
means of equations into which only real quantities enter); a law to which
my view of the physical meaning of quantity of matter inclines me, upon the
ground of analogy, to give the name of the Law of Inertia for Quadratic
Forms, as expressing the fact of the existence of an invariable number
inseparably attached to such forms.

ABBILDUNG 1. Die ersten und letzten Zeilen aus der Arbeit von Sylvester,
in der er den Tragheitssatz beweist und benennt (Law of inertia) -- die Zahlen
ki, k_, ko sind so trige, dass sie sich bei Basiswechsel nicht verédndern.

Indem wir ¢; ersetzen durch \B(Ic i Ci konnen wir erreichen, dass (c;, ¢;) € {o,1,—1} fir
1,00

allei =1, ..., n gilt. Wenn wir die ¢; gegebenenfalls noch geeignet vertauschen, bekommen
wir Aussage (1) des Satzes.

Wir wollen noch die Beschreibung der Signatur (k.. k_, k,) aus Teil (2) zeigen; daraus folgt
insbesondere die Unabhingigkeit von der Wahl der Basis. Jedenfalls ist k, = dim(Ker(A))
und das Inverse ¢, des Koordinatenisomorphismus induziert einen Isomorphismus

Ker(A)={w € V; furallev € V: f(v,w) = o},

die Dimension dieses Raums ist also unabhingig von %.
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Wir sehen aus den vorstehenden Uberlegungen auch, dass es einen Unterraum U C V der
Dimension k. gibt, fiir den die Einschrinkung |y, positiv definit ist (ndmlich den von
cr, ..., ¢, erzeugten Unterraum, wo ¢ = (cy, ..., ¢,) wie in (1) gewdhlt sei. Entsprechendes gilt
fiir k_, wir erhalten also die Abschéitzungen k; < myundk_ <m_.

Seien nun U} C V ein Unterraum, so dass die Einschrinkung |y, .y, positiv definit ist, und
U_ ein Unterraum, so dass die Einschriankung von f negativ definit ist.

Aus der folgenden Behauptung folgt dann wegen k + k_ + k, = n,dass k. = m, und
k_ = m_ gelten muss.

Behauptung. Die Summe U, + U_ + V, ist eine direkte Summe.

Begriindung. Wir zeigen die folgenden beiden Aussagen; daraus folgt die Behauptung.

(a) U_NV, =0,
(b) Uy N (U= + V,) =o0.

Aussage (a) ist klar, weil die Einschrankung von f auf U_ negativ definit ist, aber die Ein-
schrinkung auf V, die Nullabbildung V, x V, — Kist.

Fiir Aussage (b) kénnen wir analog argumentieren, weil die Einschrinkung von f auf U,
positiv definit, die Einschrankung auf U_ + V,, aber negativ semidefinit ist. O

Manchmal bezeichnet man in der Situation des Trégheitssatzes auch die Differenz k; — k_
als die Signatur von . Ist  nicht-ausgeartet, d.h. k, = 0, so bestimmt die Signatur in diesem
Sinne den Signaturtyp wegen k. + k_ = nvollstindig.

Wir erhalten durch den Tréagheitssatz einen neuen Beweis (und eine wesentlich prizisere
Version) von Korollar 19.111.

BEMERKUNG 19.113. Wir konnen den Trigheitssatz auch als Klassifikationsergebnis von Ses-
quilinearformen bis auf Basiswechsel, bzw. dquivalent von hermiteschen Matrizen bis auf
Aquivalenz betrachten:

(1) Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Wir nennen Sesquilinearformen f und y
auf V dquivalent, wenn Basen % und % von V existieren, so dass Mz(B) = Myg(y)
ist. (Das ist genau dann der Fall, wenn ein Automorphismus f:V — V existiert mit
y(v,w) = B(f(v),f(w)) fiir alle v, w € V.) Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der Sesquilinearformen auf V.

Aus dem Tragheitssatz folgt dann: Zwei hermitesche Sesquilinearformen sind genau
dann dquivalent, wenn sie denselben Signaturtyp haben.

(2) Sein € N. Wir nennen (Definition 19.23) Matrizen A, B € M,(K) (hermitesch) kongruent,

wenn S € GL,(K) mit B = S*AS existiert. Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation auf
M, (K).Zu A € M,(K) haben wir die zugehorige Sesquilinearform (v, w) — v*Aw.
Aus dem Trigheitssatz folgt dann: Hermitesche Matrizen A, B sind genau dann (hermi-
tesch) kongruent, wenn die zugehorigen Sesquilinearformen denselben Signaturtyp
haben. Zu jeder hermiteschen Matrix gibt es genau eine dazu (hermitesch) kongruente
Matrix der Form diag(1, ...,1, —I, ..., —1,0, ...0).
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19.7.3. Quadriken. Wir wollen in diesem Abschnitt das oben bewiesene Ergebnis tiber
die »Hauptachsentransformation« mit etwas mehr geometrischem Inhalt fiillen.

DEFINITION 19.114. Eine Quadrik in R" ist eine Teilmenge der Form
Q(A,b,c) = {x € R"; x'Ax + b'x + c = 0}
furA € M,(R),A #0,beR", ceR. -

Wenn man A = (a;)ij, b = (by,...,by)  und x = (xy,...,x,)" schreibt, dann kann man die
Gleichung, als deren Lésungsmenge Q(A, b, c¢) definiert wird, explizit machen als

n n
Z a;jxiXj + Z bix; + ¢ = o,
ij=I i=I

es handelt sich also um eine Polynomgleichung vom Grad 2 in den Unbestimmten x;, ..., x,.
Solche (und allgemeinere) Polynomgleichungen werden ausfiihrlich in der algebraischen
Geometrie studiert. Wiahrend wir lineare Polynomgleichungen (also solche vom Grad 1) und
sogar Gleichungssysteme von linearen Gleichungen von Anfang an auch als Kernthema der
linearenr Algebra kennengelernt haben, konnen wir mit der Theorie der Bilinearformen

auch quadratische Gleichungen wie die obige untersuchen.
Indem wir a;; und aj; beide durch %% ersetzen, kénnen wir A durch eine symmetrische
Matrix ersetzen, ohne die Gleichung zu verdndern, durch die die Quadrik Q(A, b, ¢) definiert

wird. Wir wollen daher von nun an immer annehmen, dass A symmetrisch ist.

Um die Diskussion etwas zu vereinfachen und weitere Fallunterscheidungen zu vermeiden,
wollen wir auflerdem annehmen, dass A invertierbar ist.

BEISPIEL 19.115. Betrachten wir als konkretes Beispiel den Falln = 2 und

A:(7 2>, b:2(23>, C:E
2 4 3 \10 9

Die Quadrik Q(A,b,c) = Q ((7 2) , % <23> , 79°> ist unten dargestellt.

2 4 10

AN

O

Sei S € O(n) eine orthogonale Matrix, so dass D := S'AS eine Diagonalmatrix ist. Solch
ein S existiert nach dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen, und indem
wir gegebenenfalls S durch das Produkt S diag(—1,1, ..., 1) ersetzen, konnen wir zusétzlich
annehmen, dass det(S) = 1gilt, dass also S eine Drehung ist.
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Dann induziert die Drehung R"* — R", x — S'x eine Bijektion
Q(A,b,c) — Q(S'AS,S'b, c).

Durch eine geeignete (von A abhingige) Drehung kénnen wir also die gegebene Quadrik
Q(A, b, c) transformieren in eine Quadrik Q(D, b, ¢) (fiir ein anderes b als vorher), wobei
D = S'AS = diag(d,, ..., d,) eine Diagonalmatrix ist. Weil wir vorausgesetzt hatten, dass A
invertierbar ist, sind alle d; # o.

Die Translation x = (x;)} — (x; + Zb—é)f = x + ;Db schrinkt sich ein zu einer Bijektion

n 2

Q(D,b,c) - Q (D,o,c — Z h) =Q (D, o,c— (%bt)Dﬂ(lb)) .

: 2
i=0

Diese Translation ist (fiir b # o) keine lineare Abbildung, schon weil der Ursprung nicht
auf sich selbst abgebildet wird. Geometrisch handelt es sich aber um eine sehr einfache
Art von Abbildung, eben eine Translation (oder: Verschiebung). Durch diese Verschiebung
erreichen wir, dass die verschobene Quadrik die besonders einfache Form Q(D, o, ¢) fiir eine
Diagonalmatrix D (allerdings mit einem anderen c als vorher) hat.

BEISPIEL 19.116. Wir setzen jetzt Beispiel 19.115 fort und fithren die Hauptachsentransfor-
mation wie oben beschrieben durch. Indem man die Eigenwerte und Eigenrdume der Matrix

A= (Z Z) bestimmt, sieht man, dass

tao_ (3 O e L [T 2).
SAS<O 8) furS\@<2 I) ist.

Die durch S gegebene Drehung (eine Drehung um den Drehwinkel 9 mit cos(9) = ﬁ, also ei-

ne Drehung um ungefihr 63°) bildet Q(A, b, c) bijektiv ab auf Q (diag(37 8), %\/g (536> ) 79°> .
Diese Quadrik ist in der folgenden Abbildung dargestellt; wir haben die urspriinglich gege-
bene Ellipse durch eine Drehung um den Ursprung so gedreht, dass die Symmetrieachsen

parallel zu den Koordinatenachsen sind.

Durch eine Verschiebung konnen wir nun diese Quadrik bijektiv auf die Quadrik

Q(diag(3,8),0,—1) = {(x,y)' € R*; 3x* + 8y* =1}
abbilden, siehe die folgende Abbildung.
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AN

N
v

Die Symmetrieachsen (die Hauptachsen) dieser Ellipse sind die Koordinatenachsen des
Standard-Koordinatensystems von R2.

Statt erst zu drehen und dann zu verschieben, kann man natiirlich auch erst das »Zentrum«
der gegebenen Quadrik in den Ursprung verschieben, d.h. eine Translation anwenden, die
die gegebene Quadrik abbildet auf eine, fiir die der Vektor b der Nullvektor ist. Im hier

gegebenen Beispiel erhilt man durch diese Verschiebung die Quadrik Q ( <Z i) ,0, —I) ,
die in der folgenden Abbildung zusammen mit ihren Hauptachsen und den Spalten v;, v,

der Matrix S gezeigt wird.

T ( =
K} B
—
~

Wir kommen noch einmal auf den allgemeinen Fall zuriick. Quadriken der einfachen Form
Q(D, 0, c) fiir eine Diagonalmatrix D, wie wir sie als Ergebnis der oben beschriebenen Me-
thode erhalten haben, kann man (fiir nicht zu grofes n) recht konkret beschreiben.

Wir wollen das hier fiir n = 2 tun. Dazu schreiben wir D = diag(d,,d,), d;,d, # 0. Wegen
Q(D,0,c) = Q(—D, 0, —c) konnen wir auflerdem annehmen, dass d, > o gilt.

Fall1:d,,d, > o.Firc < oist Q(D, o, c) die Ellipse
{x = (xl7x2)t G Rz, dlxlz + dei — _C}

Falls d; # d, gilt, dann hat diese Menge genau zwei Symmetrieachsen (die Hauptachsen
der Ellipse), und zwar die beiden Koordinatenachsen. Die Scheitelpunkte der Ellipse sind die
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Schnittpunkt mit den Hauptachsen, also die vier Punkte (+,/—r, 0)! und (0, + —i)t.
Im speziellen Fall D = dE, ist Q(D, o, ¢) ein Kreis (mit dem Ursprung als Mittelpunkt und
Radius v —cd~!). In diesem Fall ist jede Ursprungsgerade eine Symmetrieachse.

Fiirc > oist Q(D,0,¢) =  und Q(D, 0, 0) besteht nur aus dem Ursprung.

Fall 2:d; > o,d, < o. Firc # oist Q(D,0,c) eine Hyperbel. In diesem Fall kann man die
Gleichung d;x? + d,x% = —c umschreiben als

(\/deI — /—dyx,) \fxI + /—dyx;) = —c.

Wenn man X; = /dix; — /—dzX5, X, = /dix; + /—d,x, setzt, so erkennt man die »iibliche«
Hyperbelgleichung X, X, = —cbzw. X, = _X%‘

7
\\

Diese Abbildung zeigt die Hyperbel Q(diag(1,—1),0,—1) = { x y € R* x* —y* =1}
(in Blau), die Hyperbel Q(diag(1,—1),0,1) = { x y) € Rz —y*=-—1} (1n Rot) und die
»ausgeartete« Quadrik Q(diag(1, —I), o, o) (eine Vereinigung von zwei Geraden, in Schwarz).

Die Symmetrieachsen (die Hauptachsen) der Hyperbel sind die Koordinatenachsen, die Schei-
telpunkte der Hyperbel, also die Schnittpunkt mit den Koordinatenachsen sind imFallc > o

die beiden Punkte (0, +,/— ) und im Fall ¢ < o die beiden Punkte (4 o)t.

Firc = oist Q(D, 0, 0) die Vereinigung zweier Geraden, die sich im Ursprung schneiden.
Auch in diesem Fall sind die Koordinatenachsen die Symmetrieachsen dieser Quadrik. Diese
beiden Geraden sind die Asymptoten der Hyperbeln Q(D, o, ¢) (fiir dasselbe D und ¢ # o).

In dhnlicher Weise kann man den Fall analysieren, dass A nicht invertierbar ist, und eine
dhnliche »Klassifikation« fiir n = 3 durchfiihren, siehe zum Beispiel Wikipedia® oder die
unten angegebenen Referenzen.

6 https://de.wikipedia.org/wiki/Quadrik
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Weitere Literatur zum Thema Hauptachsentransformation und Quadriken:

[Ba], Kapitel 7.2.

[Brz], Kapitel 12.6 (gegen Ende)
[Fi-AG], Kapitel 1.4

[Fi-L], Abschnitt 5.3.6

[

Kl], insbesondere Kapitel 7.4 und 8.6.
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Als Schlussbemerkung sei noch hinzugefiigt, dass die Theorie noch durchsichtiger wird,
wenn man diese Quadriken im »projektiven Raum« betrachtet (siehe zum Beispiel [Fi-AG],

Kapitel 3.5). Es lohnt sich also, spiter noch einmal zu diesem Thema zuriickzukehren.

ERGANZUNG 19.117 (Kegelschnitte). An diese Stelle passt auch gut eine Diskussion des

klassischen Begriffs des Kegelschnitts’, die wir fiir den Moment aber sehr kurz halten.

Dazu betrachten wir den folgenden Kegel in R3:
C={(x,y,2) € R3 x* + y* = 2*}.

"https://de.wikipedia.org/wiki/Kegelschnitt
8https ://de.wikipedia.org/wiki/Cyclopaedia
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Definieren wir die Bilinearform f auf R3 durch B(v, w) = v!Bw mit
B = diag(1,1,—1),
so ist C genau die Menge aller v € R3, fiir die B(v,v) = o gilt.

Unter einem Kegelschnitt verstehen wir dann einen Durchschnitt der Form CNE,wobei E C R3
eine affine Ebene, also eine Nebenklasse eines zweidimensionalen Untervektorraums U ist.

Schreiben wir U = Ker(A) fiir eine Linearform A:R3 — R, so hat E die Form
E={veR3 A(v)=d}
fiir ein (von E abhingiges)d € R. Explizit ist dann der Kegelschnitt C N E gegeben als
CNE={veR? B(v,v) =0, A(v) =d.}

Das Ziel der Theorie der Kegelschnitte ist eine geometrische Beschreibung und Klassifikation
dieser Teilmengen von R3.

Seip € EN Ut (dieser Punkt ist (warum?) eindeutig bestimmt, d.h. E N U+ enthilt genau
ein Element). Dann ist

E—=U, v—=v—p,
eine Bijektion, die E N C abbildet auf

{ueU; Blu+p,u+p) =0} ={ucU;B(u,u)=—P(p,p)}

Wir kénnen den Kegelschnitt E N C also mit einer Quadrik in dem zweidimensionalen
euklidischen Vektorraum U identifizieren und die Theorie der Quadriken anwenden.

Sei zunidchst B(p, p) # 0. Wenn dann By, y Signaturtyp (2, 0, 0) hat, so liegt eine Ellipse vor,
ist der Signaturtyp (1,1,0), so handelt es sich um eine Hyperbel. Aufierdem kann der Fall
einer Parabel auftreten, wenn |,y ausgeartet ist (diesen Fall hatten wir in der Diskussion
von Quadriken ausgeschlossen). Wenn f(p, p) = o ist, konnen weitere »ausgeartete« Fille
auftreten: Dann kann ENC aus zwei sich schneidenden Geraden, aus einer einzigen Geraden
oder nur aus einem einzigen Punkt (dem Ursprung) bestehen.

Referenzen zum Thema Kegelschnitte:
[Ba], Kapitel 7.2
[Br3]

U Ergédnzung 19.117

19.8. Die Singulirwertzerlegung und die Polarzerlegung

19.8.1. Die Singuldrwertzerlegung. Eine weitere wichtige Folgerung aus dem Spek-
tralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen ist die sogenannte Singuldrwertzerlegung fiir
komplexe oder reelle Matrizen, die insbesondere auch dann sehr niitzlich ist, wenn kon-
krete Berechnungen mit (groflen) Matrizen gemacht werden sollen. In der Numerik wird
die Theorie noch weiter entwickelt, wir wollen das Thema aber hier als eine weitere schone
Anwendung des Spektralsatzes anreiffen. Auch abseits der Niitzlichkeit fiir Berechnungen
tragt der Satz zum strukturellen Verstindnis beitragt.
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SATZ 19.118 (Singuldrwertzerlegung). Sei A € Mpxn(K). Dann existieren Matrizen V € GLp,(K)
und W € GL,(K) mit V™' = V*, W~' = W* und eine (Block-)Matrix

2, O
3y = <o’ o) € Mpun(R),

wobei 3, = diag(oy, ...,07),0; € Rmito, > -+ > o, > oundr = rg(A) ist, so dass
A=ViIW*

gilt.

Dabei ist die Matrix . eindeutig durch A bestimmt. Die Zahlen o; heifien die Singularwerte von A.

Es ist in diesem Kontext iiblich, die orthogonalen bzw. unitdren Matrizen im Satz mit V und
W zu bezeichnen, so dass wir von unserer gewohnten Konvention, dass V und W Vektorriu-
me bezeichnen, in diesem Abschnitt abweichen.

BEWEIS FURm = n, A € GL,(K). Wir geben zuerst den Beweis in dem tibersichtliche-
ren Fall, dass m = nund A invertierbar ist. Der allgemeine Fall ist ein bisschen schwieriger
und von der Notation her etwas schwerer zu durchdringen. Sei also A € GL,(K).

Wir beginnen mit der Eindeutigkeitsaussage. Ist A = VIW* wie im Satz, so ist 2* =
W~(A*A)W konjugiert zu der hermiteschen (und daher diagonalisierbaren) Matrix A*A,
also sind die Diagonaleintrdge von X die Quadratwurzeln der Eigenwerte von A*A und sind
daher durch A eindeutig bestimmt.

Wir sehen hier auch schon einen Ansatz fiir den Existenzbeweis. Die Matrix A*A ist hermit-
esch, und die zugehorige Sesquilinearform f3, (v, w) — v*(A*A)w, ist positiv semidefinit:
v (A*A)y = (Av)* (Av) > o.

Weil A und damit auch A*A invertierbar ist, ist f nicht-ausgeartet, also positiv definit (Korol-
lar 19.54). Nach dem Spektralsatz (in der Form von Korollar 19.110) existiert eine orthogonale
bzw. unitire Matrix W, so dass D := W*(A*A)W eine Diagonalmatrix D = diag(d,, ...,d,) €
GL,(R) mit positiven Eintragen auf der Diagonale ist. Indem wir gegebenenfalls noch mit ei-
ner Permutationsmatrix konjugieren und W entsprechend abédndern, konnen wir annehmen,

dass diese Werte absteigend angeordnet sind. (Man beachte, dass alle Permutationsmatrizen
orthogonal sind.) Wir definieren o; := /d; € R-, und

¥ = diag(oy, ..., 00).
Es gilt dann also 2% = D.

Wir setzen jetzt V= AWZXZ™'. Dann gilt A = V 2 W* nach Definition von V und aufierdem
(wegen W*A* = DW™TA™Y)

VE= (AWS ) = STTWHAT = STIRPW A T = VL

Die Existenz der gesuchten Zerlegung ist damit auch bewiesen. 0

Bevor wir den Beweis im allgemeinen Fall geben, notieren wir noch ein einfaches Lemma.

LEMMA 19.119. SeiA € Mpxn(K). Dann gilt rg(A*A) = rg(A).

BEWEIs. Wegen der Dimensionsformel gentigt es, Ker(A*A) = Ker(A) zu zeigen. Die In-
klusion D ist dabei offensichtlich. Wenn andererseits A*Av = o gilt, dann folgt (Av)*(Av) =
v*A*Av = 0, also Av = 0, weil das Standardskalarprodukt nicht-ausgeartet ist. Damit ist die
Gleichheit bewiesen. O
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BEWEIS VON SATZ 19.118. Auch fiir nicht-quadratisches A ist die quadratische Matrix
A*A hermitesch und positiv semi-definit, wie man leicht mit derselben Rechnung wie im
quadratischen Fall tiberpriift.

Die Eindeutigkeit von ¥ konnen wir dann dhnlich wie in dem vorher behandelten Fall be-
weisen, denn aus A = VEW* (fiir V, W, £ mit den Eigenschaften, die im Satz angegeben
wurden) folgt WE*EW™' = WE*V*VEW* = A*A. Die Matrix 2*2 ist eine Diagonalmatrix
in M,(R), deren erste r Eintréage die Zahlen o7 sind; die anderen Eintrige sind = o. Die
Rechnung zeigt, dass diese Zahlen genau die Eigenwerte der Matrix A*A sind, sie sind also
durch A festgelegt. Damit sind o7, ..., 0, als die Quadratwurzeln der positiven Eigenwerte
von A*A bestimmt.

Auch den Existenzbeweis beginnen wir dhnlich wie vorher: Wir kdnnen nach Korollar 19.110
und Lemma 19.119
W*(A*A)W = 2%

diag(oy,...,0,) ©
S = ( g( IO r) O> EMan(R)

fur

in der im Satz angegebenen Form (und fiir r = rg(A)) schreiben. Wie im vorherigen Fall
konnen wir erreichen, dass o; > - -- > 0, gilt, und nehmen an, dass das der Fall ist.

Schreibenwir Sy, ..., S, € K™ fiir die Spalten von AW und schreiben wir die obige Definition
von X um als
(AW)*(AW) = diag(o?, ...,072,0,...,0),
so sehen wir, dass gilt:
(a) S;S; = ofiirallei # j,
(b) §;S;i =07 #ofiri=1,...,r,
(c) §/S; =o0,also§; = ofiliri=r+1,...,n
Aus (a) und (b) folgt, dass b, := ULISI, v by = girS,. ein Orthonormalsystem in K™ bilden.
Wir ergidnzen dieses zu einer Orthonormalbasis % = (by, ..., by,) von K™ und definieren V

als die (invertierbare) Matrix mit den Spalten b,, ..., by,. Es gilt dann V™' = V* weil # eine
Orthonormalbasis ist.

Behauptung. Es gilt A = VIW*.

Begriindung. Es ist dquivalent zu zeigen, dass AW = VX ist. Fiir die ersten r Spalten folgt
das aus der Definition von V. Die letzten n — r Spalten beider Matrizen sind Null nach (c)
bzw. nach Definition von X. O

BEISPIEL 19.120. Wir berechnen als einfaches Beispiel eine Singuldrwertzerlegung der

Matrix
A= < _3>
4

A*A = <I °).
o 25

Dies ist bereits eine Diagonalmatrix, so dass wir fiir W eine Permutationsmatrix wéhlen
konnen, die die Eintrige in absteigende Reihenfolge bringt, im hier gegebenen Fall also

wz<f )

2 = diag(5,1)

[TV IIN

Esist dann

Dann setzen wir
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vea= (1) 00500 3)

Damit erhalten wir
A=—
s\ 4 3 o 1 I O

als eine Singuldrwertzerlegung der Matrix A. Eine andere Moglichkeit wire, W =

und

[V, J[CXV, TF

o —I
I O
zu setzen. Weil A invertierbar ist, ist V eindeutig bestimmt, sobald W gewihlt wurde. ¢

BEMERKUNG 19.121. Esistniitzlich, die Singuldrwertzerlegung mit dem Satz iiber die Smith-
Normalform (Satz 1.7.37) zu vergleichen, den wir folgendermafien formulieren konnen: Fiir
jeden Korper K und jede Matrix A € My,«n(K) existieren invertierbare Matrizen V € M,,(K)

und W € M, (K) mit
A=V <E °> W
o O

Dieses Ergebnis gilt also iiber jedem Korper, und die Normalform ist einfacher, als diejenige,
die wir aus der Singuldrwertzerlegung erhalten.

Die Singuldrwertzerlegung gilt iiber R und tiber C, ist aber dort eine wesentlich stiarkere
Aussage, weil V und W orthogonale bzw. unitdre Matrizen sind. Stellt man sich diese Ma-
trizen als Basiswechselmatrizen vor, so brauchen wir also nur einen Basiswechsel von der
Standardbasis zu einer Orthonormalbasis von K" durchzufiihren. Sowohl rechnerisch als
auch geometrisch ist das wesentlich einfacher.

Dass die erhaltene »Normalforme, also die Matrix %, in diesem Fall komplizierter ist als im
Fall der Smith-Normalform ist eher ein Vorteil als ein Nachteil, weil 3 noch mehr Informa-
tionen tiber A enthalt als nur den Rang von A. Diesen Aspekt wollen wir im Folgenden noch
etwas weiter beleuchten. O

Im folgenden Lemma kdnnten wir tiber einem beliebigen Kérper (mit einer Involution o)
arbeiten, es wird aber speziell in der Situation der Singuldrwertzerlegung niitzlich sein,
daher formulieren wir es fiir den Fall der reellen bzw. komplexen Zahlen.

LEMMA 19.122. Seienm, n € N. Seien V € My(K), W € My(K) und 3 = (i g) € Myxn(K)
mit %, = diag(oy, ..., 07),0; € K

Wir bezeichnen mit vy, ..., v, die Spalten von V und mit wy, ..., w, die Spalten von W.

Dann gilt

r
VEWS = gmw!.
j=1

BEWEISs. Der Beweis ist eine einfache Rechnung (und vielleicht ist es einfacher, die
Rechnung selbst zu machen, als den Beweis hier durchzugehen).

Wir schreiben V = (vj);j, W = (Wj); x und setzen oj = o fiirj > r. Der Eintrag in Zeile i und
Spalte k des Produkts VEW™ ist dann

n r
Z VijdjWIq = Z V,‘jO"jW.
j=1 j=1
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Andererseits ist v; = (vyj, ..., Vimj)", wj = (Wyj, ..., wy;)", also w} = (W, ..., Wyj), und damit

v}'wf = (VjWiy)ik € Mmxn(K).

Insgesamt folgt damit die Behauptung. O

Seinun A = VEW™ eine Matrix vom Rang r wie im Satz liber die Singuldrwertzerlegung.
Seien o; die Singuldrwerte von A. Wie im Lemma bezeichnen wir mit v; bzw. w; die Spalten
von V und W und erhalten dann

r
_ . *
A= Za]v]wj .
j=I1

Die Matrizen o'jvjw]fk € Mp»n(K) haben alle Rang = 1 (denn alle Spalten sind Vielfache von
v;, und mindestens eine Spalte ist # 0, weil weder v; noch w; noch oj verschwinden). Wir
konnen also mittels der Singuldrwertzerlegung die Matrix A in einer ganz speziellen Weise
als Summe von Matrizen vom Rang 1 schreiben.

Andererseits hat fiir k < r die Summe

k
sk
Z ojViW;
j=1

Rang k, wie man sieht, wenn man wieder Lemma 19.122 anwendet und das obige Argument
»riickwirts« durchgeht. Sie kann folglich als Approximation von A durch eine Matrix vom
Rang k betrachtet werden (jedenfalls, wenn man an den Fall denkt, dass nur Summanden
wegfallen, fiir die o; »klein« ist). In der Tat kann man zeigen, dass dies in einem geeigne-
ten Sinne die beste Approximation von A durch eine Matrix vom Rang k ist, siehe die folgende
Ergdnzung 19.123. Fiir die Praxis bedeutet das, dass die Singuldrwertzerlegung eine niitz-
liche Methode zur Datenkompression ist: Wenn A € My,n(K) eine Matrix ist (die nicht
zufillig sehr viele Nullen enthilt oder eine andere offensichtliche Struktur hat), muss man
mn Zahlen abspeichern, um die durch A gegebene Information vollstdndig abzuspeichern.
Wenn es geniigt, diese Information »nédherungsweise« zu behalten, d.h. wenn man A durch
die oben gegebene Approximation fiir ein geeignet gewihltes k ersetzt, so muss man nur
noch die Zahlen und Vektoren speichern, die in die Summe Z]’?:I o‘jvjw]’-k eingehen, also nur

k(m + n + k) Zahlen abspeichern. Siehe Abschnitt 19.9.4.

ERGANZUNG 19.123. Um die Tatsache zu prézisieren, dass man aus der Singuldrwertzerle-
gung die »beste« Approximation einer Matrix A durch eine Matrix vom Rang k < r erhilt,
betrachten wir auf dem Raum M,,,.,(K) die sogenannte Spektralnorm, die fiir A € My, (K)
definiert ist durch

|Ax]]
|A]l2 := sup = sup  [[Ax],
xeKmn\{o} HxH xeKn, ||x||=1

wobei im Zdhler bzw. Nenner im Term in der Mitte die Norm auf K™ bzw. auf K" verwendet
werde, die durch das jeweilige Standardskalarprodukt induziert wird. Weil die Menge {x €
K"; ||x|| = 1} eine kompakte Teilmenge von K" ist, wird das Supremum an einem Punkt
dieser Teilmenge angenommen, es handelt sich also in beiden Fillen um ein Maximum.

Es ist leicht zu zeigen, dass die Abbildung M, «n(K) — R>,, A — ||A||2, die Eigenschaften
einer Norm auf dem K-Vektorraum M, ,(K) hat (vergleiche Ergédnzung 19.58), es gilt also

(A A=0 <& |A|=0 firalleA € Mpn(K),

(b) llaAl = lal [A]l, firallea € K,

(c) ||[A+ B2 < ||Allz+ ||Bll. furalle A, B € Myx«n(K).
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Eine Diagonalmatrix D = diag(d,, ..., d,) hat die Spektralnorm ||D||, = max;|d;|, wie man
leicht anhand der Definition zeigt. Analog verhilt es sich fiir Matrizen der Form, die die
Matrix ¥ in der Singuldrwertzerlegung hat.

Das nichste Lemma zeigt, dass die Spektralnorm »unitir invariant« ist, sich also nicht
veridndert, wenn man eine Matrix von links und/oder rechts mit einer unitiren Matrix
multipliziert.

LEMMA 19.124. Seien A € My, »n(K) undseien V € GLp,(K), W € GL,(K) orthogonale bzw. unitdre
Matrizen, d.h.esgelte V' = V¥, W™ = W*,
Dannist ||Al|, = || VAW||,.

BEWEIs. Wir lassen den (einfachen) Beweis aus. O

Als Folgerung sehen wir: Hat A € My,n(K), A # 0, die Singularwertzerlegung A = VEW*
und sind 07 > - -+ > o, die Singuldrwerte von A, so gilt ||A||, = ||Z||, = o1. Wenn wir die
Beschreibung der Singuldrwerte als der Quadratwurzeln der positiven Eigenwerte der Ma-
trix A*A verwenden, sehen wir: Fiir jede Matrix A ist ||A||% der grofte Eigenwert der positiv
semidefiniten hermiteschen Matrix A*A. (Damit kann man auch das obige Kompaktheits-
argument umgehen und einen anderen Beweis dafiir geben, dass das Supremum in der
Definition der Spektralnorm immer angenommen wird.)

SATZ 19.125. Sei A € My (K) mit Singuldrwertzerlegung A = VEW*, und seir = rg(A). Seik <r
und

k
Ak = ZO']‘V}'W}K,
j=I

wobei wie oben mit v; bzw. w; die Spalten von V bzw. W bezeichnet werden.

Dann gilt
IA — Al < [|A — B
fiir alle B € My «n(K) mitrg(B) = k.

BEWEIS. Mit Lemma 19.124 folgt

X diag(o,...,0,0%,;,...,04) O
HA—AkHF\V(A—Ak>wuzzH( Bl k12 07) ) o

2

o o

Firk = rgilt A, = A, und dann ist die Aussage klar. Sei k < rund B € M;;»»,(K) vom Rang k,
also dim(Ker(B)) = n — k. Sei

U= <wIa °")wk+1> g Kn7
diesist ein Untervektorraum der Dimension k+1. Aus Dimensionsgriinden folgt UNKer(B) #

0, es gibt also einen Vektor v # 0 in diesem Durchschnitt. Indem wir v geeignet skalieren,
kénnen wir ||v|| = 1 annehmen.

Schreiben wir v = Zf:ll a;w;, so haben wir wj*v = g; fiirj = 1, ..., k, weil die w; eine Orthonor-

malbasis bilden. Damit ergibt sich

r k+1
|A—Bll2 > [I(A = B)v]| = Av] = | > opwiv| = |13 oja;
j=I j=1
Weil vy, ..., vy, eine Orthonormalbasis sind, gilt weiter

k+1 k+1
N @ = oy V] = 0ps = A — Ag..

Z o‘}-ajvj =
Jj=1 j=1

und der Beweis ist abgeschlossen. O
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0 Ergénzung 19.123

Weitere Quellen zur Singuldrwertzerlegung (auch zur Geschichte, und zu Anwen-
dungen):

[LM], Kapitel 19,

R. A. Horn, I. Olkin, When does A*A = B*B and why does one want to know?,
Amer. Math. Monthly 103 (1996) 470--482.

D. Austin, We Recommend a Singular Value Decomposition,
http://www.ams.org/publicoutreach/feature-column/fcarc-svd

19.8.2. Die Polarzerlegung. Istz € C*, so existieren eindeutig bestimmte Zahlen
p € Rooundu € Cmit [ul = 1und z = pu (ndmlich p = |z|, u = p~'z). Die Zahl u lasst
sich mithilfe der (komplexen) Exponentialfunktion exp:C — C als u = exp(i¢) fiir eine
eindeutig bestimmte Zahl ¢ € [0, 27) schreiben. Die Darstellung z = p exp(i¢h) nennt man
die Darstellung von z in Polarkoordinaten. Wenn man auch p = o zulésst, kann man natiirlich
auch z = o in dieser Form schreiben; allerdings ist dann u nicht eindeutig bestimmt. Siehe
Bemerkung I.11.43.

Analog zu der Darstellung komplexer Zahlen durch Polarkoordinaten haben wir die folgende
Polarzerlegung fiir Matrizen iiber den reellen oder komplexen Zahlen. (Man kann wie im Fall
der Singuldrwertzerlegung auch fiir die Polarzerlegung eine Variante fiir nicht-quadratische
Matrizen angeben, aber wir verzichten darauf, um die Darstellung einfacher zu halten.)

Wir nennen (siehe Definition 19.51) eine hermitesche Matrix A € M, (KK) positiv definit, wenn
v*Av > ofiir alle v # o gilt, und positiv semidefinit, wenn v*Av > o fiir alle v gilt, also wenn die
hermitesche Sesquilinearform  mit Ms(f) = A die entsprechende Eigenschaft hat. (Hier
sei & die Standardbasis von K".)

SATZ 19.126 (Polarzerlegung). Seienn € Nund A € M,(K).

(1) Esexistieren eine orthogonale bzw. unitire Matrix U € GL,(K) und eine eindeutig bestimmte positiv
semidefinite hermitesche Matrix P € M,(K) mit A = UP.

(2) Ist A invertierbar, so ist auch U eindeutig bestimmt, und P ist sogar positiv definit.

BEWEIS. Sei A = VEW?* eine Singuldrwertzerlegung von A. Wir setzen dann U = VW*
und P = WXZW*. Dann gilt A = UP, U ist orthogonal bzw. unitér und P ist positiv semi-
definit. Ist A invertierbar, so ist ¥ eine Diagonalmatrix, deren Eintrége sdmtlich positiv sind,
also eine positiv definite Matrix, und das gilt dementsprechend auch fiir P.

Wir miissen noch die Eindeutigkeit von P (und im invertierbaren Fall von U) begriinden.

Ist A = UP, so folgt A*A = P*U*UP = P?, also ist P?> durch A eindeutig festgelegt. Die
Eindeutigkeitsaussage fiir P folgt daher aus dem folgenden Lemma 19.127. Ist A invertierbar,
so ist auch P invertierbar, und dann ist auch U = AP~ eindeutig bestimmt. O

Es bleibt noch das Lemma iiber die »Quadratwurzel« einer positv semidefiniten Matrix
nachzutragen.

LEMMA 19.127. Sei Q € M, (K) eine positiv semidefinite hermitesche Matrix. Dann existiert eine
eindeutig bestimmte positiv semidefinite hermitesche Matrix P € M, (K) mit P*> = Q.
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BEWEIS. Es existiert eine orthogonale bzw. unitiare Matrix S, so dass D := $*QS eine
Diagonalmatrix ist (Korollar 19.110). Weil Q und damit D positiv semidefinit ist, sind alle Dia-
gonaleintrdge von D nicht-negative reelle Zahlen. Es ist dann klar, dass eine Diagonalmatrix
D' mit (D')? = D existiert, und wir kénnen P := SD'S* setzen.

Nun kommen wir zur Eindeutigkeit. Sei P? = Q fiir eine positivsemidefinite hermitesche
Matrix P € M, (K). Sei S eine orthogonale bzw. unitidre Matrix, so dass S~'PS eine Diagonal-
matrix ist. Betrachten wir S als Basiswechselmatrix zwischen der Standardbasis und einer
Orthonormalbasis %, so werden die Eigenrdume von P jeweils von gewissen Vektoren der
Basis % erzeugt. Nun ist auch S7'QS eine Diagonalmatrix, und weil fiir nicht-negative reelle
Zahlen A, u gilt, dass die Bedingungen A = pund A* = y? dquivalent sind, sehen wir, dass
jeder Eigenraum von Q auch ein Eigenraum von P ist, und genauer gilt

Vi(P) = V= (Q)

fir alle A € R (wobei wir V) als den Nullraum betrachten, wenn A kein Eigenwert der
betrachteten Matrix ist). Da die Matrix P als hermitesche Matrix diagonalisierbar ist, ist P
durch diese Bedingungen eindeutig festgelegt. O

(Auf die Voraussetzung, dass P positiv semidefinit und hermitesch sei, kann man fiir die
Eindeutigkeitsaussage nicht verzichten!)

Dieses Lemma kann man fiir invertierbares A auch benutzen, um direkt die Existenz der Po-
larzerlegung zu beweisen. In der Tat, ist A € GL,(K), soist Q := A*A hermitesch und positiv
definit, nach dem Lemma also von der Form P? fiir eine positiv semidefinite hermitesche
Matrix P. Fiir U := AP~ " gilt dann A = UP und

U* _ (P—I)*A* — P—IQA—I — PA—I — U—I
also ist U orthogonal bzw. unitér.

Wenn A = UP die Polarzerlegung von A ist, dann ist det(A) = det(U) det(P) die Polarzerle-
gung der komplexen Zahl det(A) (denn det(P) € R>, und det(U) ist eine komplexe Zahl mit
Absolutbetrag 1.

ERGANZUNG 19.128 (Polarzerlegung und »néchste« unitdre Matrix). Istz € C* eine kom-
plexe Zahl mit Polarzerlegung z = up, [u| = 1, p € R.,, dann ist u diejenige komplexe Zahl
mit Absolutbetrag 1, die den kleinsten Abstand zu z hat, und —u die komplexe Zahl mit
Absolutbetrag 1, die den grofiten Abstand zu z hat.

Eine dhnliche Aussage gilt fiir die Polarzerlegung von komplexen Matrizen. Recht leicht
ist sie fiir die sogenannte Frobenius-Norm von Matrizen zu beweisen, die folgendermafien
definiert ist.

DEFINITION 19.129. Unter der Frobenius-Norm ||A||r einer Matrix A = (a;);j € Mmxn(K)
verstehen wir die Zahl

Die Frobenius-Norm ist die Norm, die dem Standardskalarprodukt auf dem Vektorraum
Mpn(K) = K™ zugeordnet ist; wir betrachten hier also (m x n)-Matrizen als Vektoren mit
mn Eintrdgen und die zugehorige euklidische Norm. Eine einfache Rechnung zeigt:

LEMMA 19.130. Sei A € My, »n(K). Dann gilt
|A||r = Spur(A*A).
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Daraus (oder einfach aus der urspriinglichen Definition) folgt, dass die Frobenius-Norm
einer Diagonalmatrix D = diag(d,, ..., d,) gegeben ist durch | D||p = /> [ ,|d;|*>. AuRerdem
erhalten wir, dass die Frobenius-Norm unitdr invariant ist.

KOROLLAR 19.131. Seien A € Mpxn(K),S € GL,(K), T € GLn(K) mit SS* = E,,, TT* = E,.
Dann gilt
|AllF = [|SAT|[F.

Damit kdnnen wir den angekiindigten Satz {iber die Approximationseigenschaft des Faktors
U in der Polarzerlegung A = UP einer Matrix A formulieren und beweisen.

SATZ 19.132. Sei A € M,(K) mit Polarzerlequng A = UP, U € GL,(K), UU* = E,, P € M,(K)
hermitesch und positiv semidefinit.
Dann gilt fiir jedes T € GL,(K) mit TT* = E,:

|A=Ulr <|A=Tlr < [[A+ Ul

BEwEIs. Die Matrix P ist hermitesch, es existiert also S € GL,(K), S*S = E,, so dass
D := S*PS eine Diagonalmatrix in M,(R) ist. Weil P positiv semidefinit ist, sind die Eintrédge
von D alle nicht-negativ.

Weil die Frobenius-Norm unitér invariant ist, gilt
|A = Ullr = [UP = Ul[r = |US"DS — Ul|r = [|D — $S"[|r = [|D — Enllr
und analog
|A=T|r=[D—SUTS"|[r, [|A+Ullr =D+ Enlr.
Die Matrix SU*TS" ist als Produkt von unitaren (bzw. orthogonalen) Matrizen wieder unitar
(bzw. orthogonal). Es geniigt also nun zu zeigen, dass fiir jedes V € GL,(K) mit V*V = E,
gilt:
ID = Enllr < |ID = Vl[r < ID+ En|[F-
Schreiben wir D = diag(dy, ...,d,) und V = (vj);j, so haben wir
ID + V|[r = Spur((D — V)*(D - V))
= Spur(D*D) — Spur(V*D + DV) + Spur(V*V)
= ||D||r + Spur(V*D + DV) + ||E4||F,
weil die Spurabbildung linear ist, D* = D gilt und V*V = E,, ist. Im letzten Ausdruck dieser
Gleichungskette hangt nur der mittlere Term noch von V ab, und wir wollen diesen Term fiir
die Fille E,, V und —E, vergleichen. Weil fiir alle Matrizen M, M’ gilt, dass Spur(MM ) =
Spur(M M) ist, haben wir auferdem
n
Spur(V*D + DV) = Spur(D(V* + V)) = > _(2d; Re(vy)).
i=I
Wenn wir fiir V die Einheitsmatrix bzw. das Negative der Einheitsmatrix einsetzen, istv; = I
bzw. v; = —1. Wir sehen so, dass es geniigt, die Abschitzung

—2d; < 2d; Re(v;;) < 2d;,

zu beweisen. Fiir d; = o ist das offensichtlich. Ist d; > 0, so konnen wir durch 2d; teilen und
erhalten die dquivalente Aussage

—I S Re(vii) S Ia

die aus ||(vy, ..., vni)'|| = 1 folgt (denn die Spalten einer orthogonalen bzw. unitiren Matrix
bilden eine Orthonormalbasis und haben insbesondere Norm = 1). O
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In der Arbeit

K. Fan, A. Hoffmann, Some metric inequalities in the space of matrices, Proc. Amer. Math. Soc. 6

(1955), 111--116,
https://doi.org/10.1090/50002-9939-1955-0067841-7

wird bewiesen, dass diese Approximationseigenschaft des unitaren Faktors in der Polarzerle-
gung sogar fiir jede Norm ||-|| auf M, (C) gilt, die unitir invariant ist, fiir die also ||A|| = ||SAT]|
fur alle A € M,(C)und alle S, T € U(n) gilt. Insbesondere hat auch die Spektralnorm ||-||,
aus Ergénzung 19.123 diese Eigenschaft (Lemma 19.124). O Ergénzung 19.128

19.9. Erginzungen *

Auch zum Thema »Bilinearformen« gédbe es noch eine Menge mehr zu sagen ... Hier sind
einige Beispiele (zum Teil nur sehr skizzenhaft).

19.9.1. Alternierende Bilinearformen. Sei K ein Korper.

DEFINITION 19.133. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Bilinearform 8:V x V — K heifit alternie-
rend, wenn B(v,v) = o fiirallev € V gilt. =

Es folgt dann, dass f(v,w) = B(w,v) firallev,w € Vist.Gilt1 # —1in K, so gilt auch die
Umkehrung.

Die Klassifikation alternierender Bilinearformen ist unabhingig vom Grundkoérper und ist
insofern einfacher als die Klassifikation von symmetrischen Bilinearformen.

SATZ 19.134. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei 3 eine alternierende Bilinearform
auf V. Dann existiert eine Basis 28 von V, so dass die Strukturmatrix von 8 beziiglich 8 eine Blockdiago-

nalmatrix der Form
) o I o 1
diag << ) ) een ( ) ,0, ...,0)
—I1 O -1 O

Wir lassen den (nicht sehr schwierigen) Beweis hier aus.

ist.

Insbesondere sehen wir, dass ff nur dann nicht-ausgeartet sein kann, wenn V gerade Dimen-
sion hat. Das ist fiir Kérper, in denen 1 # —1 gilt, auch leicht dadurch zu zeigen, dass man
die Determinante der Strukturmatrix von f beziiglich einer beliebigen Basis betrachtet.

Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einer nicht-ausgearteten alternierenden
Bilinearform f. Dann heifit die Gruppe der »Isometrien«, also der Automorphismen von V,
die B erhalten, die symplektische Gruppe von (V, B):

Sp(V,B) = {f € Autg(V); B(f(v),f(w)) = B(v,w) firallev,w € V}.

Analog kann man eine Matrixversion der symplektischen Gruppe definieren, indem man
eine nicht-ausgeartete alternierende Bilinearform auf dem Standardvektorraum K" betrach-
tet.
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19.9.2. Die Hornsche Vermutung. Seien A € M,(C) eine hermitesche Matrix. Wir
wissen (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen, Korollar 19.109), dass A diago-
nalisierbar mit reellen Eigenwerten ist, und wir schreiben a; > - - - > a, fiir die Eigenwerte
von A, absteigend angeordnet und mit der Vielfachheit, wie sie im charakteristischen Po-
lynom auftreten, so dass wir jeder hermiteschen Matrix der Grofie n x n ein absteigend
geordnetes n-Tupel von reellen Zahlen zuordnen.

Die Hornsche Vermutung (nach A. Horn, Eigenvalues of sums of Hermitian matrices, Pacific
Journal Math. 12 (1962), 225--241) betrifft die Frage, zu welchen Tupelna; > --- > ay,
pr > - > PBypundy; > --- > y, es hermitesche Matrizen A, B und C mit den jeweiligen
Eigenwerten und mit A + B = C gibt.

Aus A + B = C folgt Spur(A) + Spur(B) = Spur(C) und damit

n n n
dYa+d Bi=Y v
i=1 i=1 i=1

Diese Gleichung hingt offenbar nicht davon ab, dass die Matrizen hermitesch sind. (Ohne
die Voraussetzung, dass A, Bund C hermitesch seien, kann man aber aufier der Summen-
gleichheit nicht viel dariiber sagen, wie die Eigenwerte einer Summe von zwei Matrizen mit
den Eigenwerten der Summanden zusammenhéngen.)

Im hermiteschen Fall kann man die Menge der Tupel der obigen Form ganz prézise durch
Ungleichungen an die Zahlen a3, §;, y; beschreiben. Es ist zum Beispiel nicht sehr schwer zu
sehen, dass y; < a; + f; gelten muss. Allgemeiner muss

Yitj—r < o+ f; furallei,jmiti+j—1<n
gelten, wie Hermann Weyl° 1912 zeigen konnte.

Aber diese Ungleichungen reichen noch nicht aus. A. Horn gab in der oben genannten Arbeit
eine Menge von Ungleichungen an, von der er vermutete, dass sie genau die Menge aller
Tupel mit den obigen Eigenschaften beschreibt. Der Beweis dieser Vermutung konnte erst
1999 von Knutson und Tao, aufbauend auf Resultaten von Klyachko, Totaro und anderen,
abgeschlossen werden. Die dabei verwendeten Methoden gehen weit {iber die lineare Algebra
hinaus.

Eine umfangreiche Ubersicht und weitere Literaturverweise finden Sie in dem folgenden
Artikel. Allerdings ist der Beweis selbst, wie gesagt, erst mit wesentlich weitergehenden
Kenntnissen zugadnglich. Diese Ergénzung ist also so zu betrachten, dass ein mathematisches
Problem vorgestellt wird, das mit den Methoden diese Vorlesung formuliert werden kann
und schon seit tiber 100 Jahren untersucht wird (auch weil es auch an anderer Stelle relevant
ist), das aber erst relativkiirzlich und unter Benutzung von schwierigen Ergebnissen, die iber
das typische Mathematikstudium hinausgehen, bewiesen wurde. Vielleicht konnen/mogen
Sie dieses Beispiel als Motivation dafiir mitnehmen, noch mehr Mathematik zu lernen.

W. Fulton, Eigenvalues, invariant factors, highest weights, and Schubert calculus, Bull. Amer. Math.
Soc. 37, no. 3 (2000), 209--249.
https://www.ams.org/journals/bull/2000-37-03/30273-0979-00-00865-X/

19.9.3. Die Moore-Penrose-Inverse. SeiA € M, ,,(C) eine Matrix mit Singuldrwert-
zerlegung A = VEW™. Wir schreiben wie oben

diag(oy,...,00,) ©
2= < g( ; r) O) Emen((C)

9nttps://de.wikipedia.org/wiki/Hermann_Weyl
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und definieren

: —1 —1
st= <d‘ag("lo’“""r ) g) € Mym(C).

Man beachte, dass %' eine (n x m)-Matrix ist, also dieselbe Grofe hat wie 3.
Dann kann man zeigen (siehe Satz 19.135), dass
AT == WETV* € My (C)

unabhingig von der Wahl der Singuldrwertzerlegung von A ist. Die Matrix AT heifit die
Moore-Penrose-Inverse der Matrix A. Wenn A quadratisch und invertierbar ist, so gilt offenbar
%" = ¥ 'und es folgt AT = A~'. Wie die Bezeichnung suggeriert, handelt es sich also
um eine Verallgemeinerung der inversen Matrix auf nicht-invertierbare und sogar nicht-
quadratische Matrizen. Wir sehen an der Definition, dass A nur reelle Zahlen als Eintrige
hat, sofern A € Mp,«»(R) ist.

Man kann die Moore-Penrose-Inverse auch durch die folgenden Bedingungen charakteri-
sieren:

SATZ 19.135. Sei A € My»n(C). Dann existiert genau eine Matrix B € My, (C) mit den folgenden
Eigenschaften:

(a) ABA = A,
(b) BAB = B,
(c) ABist hermitesch,
(d) BA ist hermitesch.

Diese Matrix B ist die oben definierte Moore-Penrose-Inverse A'.

Wir lassen den Beweis aus.

Im Kontext von linearen Gleichungssystemen hat die Moore-Penrose-Inverse die folgende
Bedeutung. Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem Ax = bmit A € My,»n(C) und
b € C™. Fir invertierbares A ist x = A~'b die eindeutig bestimmte Losung fiir dieses Glei-
chungssystem. Im allgemeinen ist das Gleichungssystem genau dann 16sbar, wenn b im Bild
von A liegt. In der Praxis ist man daran interessiert, einerseits in dem Fall, dass das gegebene
lineare Gleichungssystem nicht 16sbar ist, durch geeignete Abédnderung von b zu einem 16s-
baren Gleichungssystem {iberzugehen. Andererseits mdchte man auf moglichst natiirliche
Artund Weise aus der Losungsmenge eine Losung auswihlen, auch wenn die Losungsmenge
mehr als ein Element enthilt (und folglich unendlich ist). Die Moore-Penrose-Inverse ist
eine Moglichkeit, diese Aufgabe zu 16sen. Und zwar setzen wir

b :=AA'D.
Dann ist b’ im Bild von A und b = b, sofern b im Bild von A liegt (wegen Eigenschaft (a)
im vorherigen Satz). Also ist das lineare Gleichungssystem Ax = b’ 16sbar, und in der Tat
sehen wir direkt die Lésung x = A'h. Im Fall, dass A invertierbar ist, ist das wegen AT = A~
tatsdchlich die eindeutig bestimmte Losung des urspriinglich gegebenen Gleichungssystems.

Der folgende Satz charakterisiert die Vektoren AATh und A'h mithilfe der zum Standardska-
larprodukt auf C™ bzw. C" gehorigen Norm.

SATZ 19.136. Seien A € Mpn(C)undb € C™. Sei AT die Moore-Penrose-Inverse von A. Dann gilt
b := AATh € Im(A), und fiir alle c € Im(A) gilt

Ib—b)| < [Ib—c],

der Vektor b mininiert also unter allen Vektoren im Bild von A den Abstand zu b.
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ABBILDUNG 3. Das Originalfoto

Auferdem gilt fiir alley € C" mit ||b — Ay|| = ||b —b'|, dass
1AT8 < |yl

der Vektor A'b hat also die kleinstmégliche Norm fiir einen Vektor, dessen Bild unter A minimalen Abstand
zu b hat.

Fiir einen Beweis siehe [LM] Satz 19.7.

19.9.4. Bildkompression mit der Singuldrwertzerlegung. Wir skizzieren, wie die
Singularwertzerlegung zur Bildkompression verwendet werden kann. Auch wenn sie dafiir
letztlich oft nicht das Verfahren der Wahl ist, illustriert das die Moglichkeit, Daten in Ma-
trixform mit der Singuldrwertzerlegung strukturell zu zerlegen bzw. zu »analysieren« und
dann zum Beispiel zu komprimieren, sehr eindriicklich.

Wir betrachten (dhnlich wie in Ergédnzung 1.5.63) ein Schwarz-Weif8-Bild mit der Auflosung
von 512 x 512 Pixeln, in dem jeder Pixel, also jeder Bildpunkt, durch einen Grauwert zwischen
o und 255 beschrieben ist.

Aus diesen Grauwerten erhalten wir eine Matrix A € Ms;,(R), deren Singuldrwertzerlegung
A = VEW* wir bilden konnen. Wenn wir von der Diagonalmatrix ¥ nur die ersten k Eintriage
behalten und den Rest auf Null setzen, erhalten wir eine »Approximation« der Matrix A
(vergleiche Ergdnzung 19.123) durch eine Matrix vom Rang k. Um diese abzuspeichern,
bendtigen wir nur die ersten k Zeilen von V, die ersten k Spalten von W und die ersten k
Eintrige auf der Diagonale von 2, insgesamt also nur 512(2k + 1) Zahlen. (Wir lassen hier
allerdings unter den Tisch fallen, dass es sich bei diesen Zahlen nicht um natiirliche Zahlen
zwischen 0 und 255 handelt, die man direkt in einem Byte abspeichern kann, sondern um
reelle Zahlen, fiir die man eine geeignet gute Approximation abspeichern muss.)

Die Grundstruktur dieses speziellen Fotos mit den senkrechten Buchriicken kann schon mit
nur 4 Singuldrwerten »wiedererkennbar« gespeichert werden. Um dieselbe Druckqualitit
wie beim Originalbild zu erreichen, braucht man aber deutlich mehr Singuldrwerte und das
Verfahren ist (je nach Foto) dem Verfahren mit dem Haar-Wavelet, Ergéinzung 1.5.63, oder
anderen Verfahren, unterlegen.
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sdstu gL nren

ABBILDUNG 4. Das Ergebnis, wenn (von links oben nach rechts unten) nur
die ersten 4 bzw. nur die ersten 25 bzw. nur die ersten 60 bzw. nur die ersten
100 Singuldrwerte behalten werden.

Demo-Webseite zur Kompression mit der Singuldarwertzerlegung mit mehreren
Fotos:

http://timbaumann. info/svd-image-compression-demo/


http://timbaumann.info/svd-image-compression-demo/




ANHANG E

Zusammenfassung *

E.1. Ringe

E.1.1. Definition, Ideale, Polynomring.

DEFINITION E.I. (1) Ein Ringist eine Menge R zusammen mit Verkniipfungen +:R xR — R
(Addition) und :R x R — R (Multiplikation), so dass gilt:
(a) (R,+) ist eine kommutative Gruppe,
(b) die Multiplikation - ist assoziativ,
(

c) es gelten die Distributivgesetzea(b+c¢) =a-b+a-cund (a+b)c =a-c+b-cfir
allea,b,c € R.

(2) Ist die Multiplikation von R kommutativ, so nennt man R einen kommutativen Ring.

(3) Wenn die Multiplikation von R ein neutrales Element besitzt, so wird dieses mit 1 be-
zeichnet, und man nennt R einen Ring mit Eins. n

Wenn nichts anderes gesagt wird, dann verstehen wir in diesem Skript unter einem Ring
immer einen Ring mit Eins.

DEFINITION E.2. SeiR ein Ring. Ein Element a € R heifit eine Einheit, wenn a ein mul-
tiplikatives Inverses besitzt, d.h., wenn b € R existiert mit ab = ba = 1. Die Menge aller
Einheiten von R bildet beziiglich der Multiplikation eine Gruppe, die wir die Einheitengruppe
oder multiplikative Gruppe von R nennen und mit R* bezeichnen. =

DEFINITION E.3. Seien R, S Ringe. Ein Ringhomomorphismus von R nach S ist eine Abbildung
f:R — §,sodass gilt:

(a) furallex,y € Ristf(x +y) = f(x) +f (),

(b) furallex,y € Ristf(xy) = f(x)f (y),

(c) esgiltf(1) =1. =

Ein Ringisomorphismus ist ein Ringhomomorphismus, der einen Umkehrhomomorphis-
mus besitzt, dquivalent: ein bijektiver Ringhomomorphismus. Ein Unterring eines Rings
R ist eine Teilmenge S, die eine Untergruppe beziiglich der Addition ist, abgeschlossen ist
unter der Multiplikation und die 1 auf R enthilt. Die Inklusion S — R ist dann ein injektiver
Ringhomomorphismus.

DEFINITION E.4. Sei $:R — R’ ein Ringhomomorphismus. Dann heifen Im f := f(R) das
Bild, und Ker f := f~'({o}) der Kern des Ringhomomorphismus f. =

DEFINITION E.5. SeiR ein Ring. Eine Teilmenge a C R heifdt Ideal von R, falls a eine Unter-
gruppe von (R, +) ist und falls fiir allea € aund x € Rgilt:xa € aund ax € a. -

211
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Istf:R — S ein Ringhomomorphismus, so ist Ker(f) ein Ideal von R. Der Durchschnitt von
Idealen eines Rings Rist ein Ideal. Ist M C R eine Teilmenge, so nennen wir den Durchschnitt
aller Ideale, die M enthalten, das von M erzeugte Ideal und bezeichnen dieses mit (M). Ist R
kommutativ, so gilt (x;, ..., x,) := ({x1, ...,xn}) = {D_, aix;; a; € R}

DEFINITION E.6. SeiR ein Ring. Der Polynomring R[X] iiber R in der Unbestimmten X ist der
Ring aller Folgen (a;);cn mit nur endlich vielen Eintrdgen # o, mit elementweiser Addition
und der Multiplikation (a;); - (b;); = (2j+k:i ajbk)i' Dies ist ein kommutativer Ring mit
1= (1,0,0,..)(und 0 = (0,0,...)). Die Elemente von R[X] heifien Polynome.

Wir setzen X := (0,1,0,0,...) und kdonnen dann jedes Element in eindeutiger Weise als
> _i>o @X' schreiben (fast alle a; = o). .

Die Abbildung R — R[X],a — (a,0,0,...) = aX® = a-1ist ein injektiver Ringhomomorphis-
mus und wir fassen vermoge dieses Homomorphismus Elemente von R als Elemente von
R[X] auf. Diese Elemente heifien konstante Polynome.

Allgemeiner konnen wir fiir n € N>, den Polynomring R[Xj, ..., X,| in den n Unbestimmten
X1, ..., Xn, oder sogar fiir eine beliebige Indexmenge I den Polynomring R[X;, i € I] betrachten.

Satz E.7 (Einsetzungshomomorphismus). Sei R ein kommutativer Ring, p:R — S ein Ringhomo-
morphismus und x € S. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismus ®:R[X]| — S
mit ®(a) = ¢p(a) firrallea € R und ®(X) = x, ndmlich

Z aX' Z ¢(ay)x'.

DEFINITION E.8. Sei R ein kommutativer Ring, f = S_~ _ a;X' € R[X] mitay # 0. Dann
heifdt ay der Leitkoeffizient von f und N der Grad von f, in Zeichen deg f. Das Element a, heifdt
der Absolutkoeffizient (oder: das absolute Glied) von f. Ein normiertes Polynom ist ein Polynom,
dessen Leitkoeffizient gleich 1 ist.

Wir setzen formal dego = —oc. =

BEMERKUNG E.9. Sei R ein Ring. Istf € R[X] ein Polynom, so erhalten wir die Abbildung
R — R,x — f(x). Abbildungen dieser Form nennen wir Polynomfunktionen. Die Polynom-
funktionen bilden einen Unterring des Rings Abb(R, R) (siehe Beispiel 15.3).

Die Abbildung, die f € R[X] abbildet auf die zugehérige Polynomfunktion ist ein surjektiver
Ringhomomorphismus vom Polynomring R[X] auf den Ring der PolynomfunktionenR — R,
der aber im allgemeinen nicht injektiv ist. Ist R ein Kérper mit unendlich vielen Elementen,
so ist dieser Ringhomomorphismus ein Isomorphismus. O

E.1.2. Integrititsringe, euklidische Ringe, Hauptidealringe, faktorielle Ringe.

E.1.3. Integrititsringe.

DEFINITION E.10. Ein kommutativer Ring R heif3t Integritditsring (oder Integritditsbereich),
wenn R # {o} und fiir allex,y € R mitxy = o gilt: x = o odery = o. -

LEMMA E.11. Sei R ein kommutativer Ring und seien f,g € R[X]. Dann gilt:

(1) deg(f +g) < max(degf,degg), und

(2) deg(fg) < degf + degg, und falls R ein Integritdtsbereich ist, so gilt sogar die Gleichheit.
KOROLLAR E.12. SeiR ein Integritdtsring. Dann ist auch R[X] ein Integrititsring. Es gilt R[X]* = R*.
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DEFINITION E.13. SeiR ein Integrititsring. Seiena, b € R.
(1) Wirsagen, aseiein Teiler von b (in Zeichena | b), fallsc € R existiert mitac = b. Andernfalls
schreiben wira 1 b.

(2) Wir nennen a, b zueinander assoziiert, falls c € R* existiert mit ac = b. =

LEMMA E.14. Seien R ein Integrititsringund a,b € R. Dann gilt

(1) alb<be (a) = (b) C(a),

(2) a,bassoziiert < (a|bundb|a) < (a) = (b).

DEFINITION E.15. Ein Integritidtsring R heif3t euklidischer Ring, falls eine Abbildung
6:R\ {o} = N (»Gradabbildung«)

existiert, so dass fiirallea,b € R, b # 0, (nicht notwendig eindeutig bestimmte) Elemente
q,r € R existieren, so dass

a=gb+r
undr = o oder 6(r) < 6(b) ist. =

BEIsPIEL E.16. (1) Der Ring Z ist euklidisch, als Gradfunktion kénnen wir den Absolutbe-
trag verwenden: §(a) = |a|.

(2) SeiK ein Korper. Dann ist der Polynomring K[X] mit der Gradfunktion 6(f) = deg(f)
ein euklidischer Ring.

O

DEFINITION E.17. Ein Ideal a in einem Ring R heif3t Hauptideal, wenn ein Elementa € R
existiert, so dass a = (a) := {xa; x € R}.

Ein Integrititsring R heif3t Hauptidealring, wenn jedes Ideal in R ein Hauptideal ist. =

SaTz E.18. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring. Insbesondere sind Z und der Polynomring
K|[X] in einer Unbestimmten iiber einem Kéorper K Hauptidealringe.

DEFINITION E.19. Sei R ein Integritdtsring.
(1) Ein Element p € R\ (R* U {0}) heif3t irreduzibel, falls fiir alle a,b € R mit p = ab gilt:
a € R* oderb € R*.

(2) Ein Elementp € R\ (R* U {0}) heif3t prim (oder Primelement), falls fiir alle a,b € R mit
p|abgilt:p|aoderp|b. =

SATZ E.20. Sei R ein Integritdtsring. Istp € R prim, so ist p irreduzibel. Ist R ein Hauptidealring, so gilt
auch die Umkehrung.

SATz E.21. Sei R ein Hauptidealring. Dann ldsst sich jedes Element aus R \ (R* U {0}) als Produkt
von Primelementen schreiben.

LEMMA E.22. SeiR ein Integrititsring, seienpy, ...,p, € R primund seien qy, ..., qs € R irreduzibel.
Gilt

so gilt r = s und nach einer eventuellen Umnummerierung der q; gilt fiirallei = 1, ..., r: Es gibt&; € R*
mit p; = &q;.
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DEFINITION E.23. Ein Integrititsring R heif3t faktoriell, wenn sich jedes Element aus R \
(R* U {o}) als Produkt von Primelementen schreiben lisst. -

Man sagt in der Situation dieser Definition auch, in R gelte die »eindeutige Zerlegung in
Primfaktoren«.

SATzZ E.24. SeiR ein Integritdtsring. Dann sind dquivalent:

(i) Der Ring R ist faktoriell.
(ii) Jedes Element aus R \ (R* U {o}) ldsst sich als Produkt von irreduziblen Elementen schreiben, und
jedes irreduzible Element von R ist prim.

BEIsSPIEL E.25. Sei K ein Korper. Nach dem Gezeigten ist der Polynomring R = K|[X] faktori-
ell. Es gilt R* = K* und wir erhalten: Jedes Polynom f € K[X],f # o, lasst sich schreiben als
Produktf = uf;«---- fr,wobeiu € K*, f; € K[X] irreduzibel und normiert.

Dabei ist u eindeutig bestimmt (u ist der Leitkoeffizient von f), und die f; sind eindeutig
bestimmt bis auf ihre Reihenfolge. (Da die f; irreduzibel sind, gilt deg f; > 0.) O

E.1.3.1. Nullstellen von Polynomen. Sei K ein Korper.

DEFINITION E.26. Seif € K[X]. Ein Element a € K heif3t Nullstelle von f, falls f (¢) = 0.

Satz E.27. Ein Element a € K ist genau dann Nullstelle eines Polynoms f € K[X] \ {o}, wennX — «
das Polynom f teilt. Insbesondere sehen wir, dass ein Polynom vom Grad n héchstens n verschiedene
Nullstellen haben kann.

Ist « eine Nullstelle des Polynoms f, und gilt (X — a)™|f, aber (X — a)™"!|f, so sagen wir, a sei
eine Nullstelle der Vielfachheit m und schreiben mult,(f) := m. Wir sagen, ein Polynom f €
K[X] \ {o} zerfalle vollstindig in Linearfaktoren, wenn f Produkt von linearen Polynomen
(d.h. von Polynomen vom Grad 1) ist.

DEFINITION E.28. Ein Korper K heifdt algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom in K[X]\ K
eine Nullstelle besitzt. -

THEOREM E.29 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch
abgeschlossen. (Ohne Beweis)

E.1.3.2. Der Quotientenkérper eines Integritdtsrings. Sei R ein Integritdtsring, und M =
R x (R \ {0}). Wir betrachten die folgende Aquivalenzrelation ~ auf M:

(a,b) ~ (c,d) < ad=bc.
Satz E.30. SeiK := M/ ~. Wir schreiben % fiir die Aquivalenzklasse eines Elementes (a,b) € M. Es
gilt dann also
- = 2 & ad = bc.
Dann ist K mit den Verkniipfungen
a ¢ ad+bc

Q

+ und g%
b d  bd b d bd
ein Korper, der sogenannte Quotientenkorper von R.

Die Abbildung R — K, a — 1 ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Man schreibt oft a statt T und
fasst R als Teilmenge von K auf.
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E.1.3.3. Determinanten iiber Ringen. Sei R ein kommutativer Ring. Wir bezeichnen mit
M, (R) die Menge aller n x n-Matrizen mit Eintrdgen in R. Mit der iiblichen Addition und
Multiplikation von Matrizen ist dies wieder ein (im allgemeinen nicht-kommutativer) Ring.
Mit der Leibnizformel definieren wir die Determinante von quadratischen Matrizen in
M, (R).

SATZz E.31. Sei R ein kommutativer Ring. Seien A, B € M, (R). Dann gilt det(AB) = det(A) det(B)
(in R).

SaTz E.32. Sei R ein kommutativer Ring. Sei A € M,(R). Es existiert genau dann eine Matrix B
M, (R) mit AB = BA = E, (also ein multiplikatives Inverses von A in dem Ring M, (R)), wenn
det(A) € R* ist.

In der Vorlesung haben wir diese Sdtze nur im Fall eines Integritdtsrings R bewiesen. In
diesem Fall ist M, (R) ein Unterring des Matrizenrings M,(K) tiber dem Quotientenkorper K
von R und die beiden Sitze folgen leicht aus der Theorie der Determinante iiber Kérpern.

E.2. Das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom

DEFINITION E.33. (1) Sein > ound A € M,(K). Dann heifft das Polynom charpol, (X) :=
det(XE, — A) € K[X] das charakteristische Polynom der Matrix A.

(2) Seif:V — V ein Endomorphismus des endlichdimensionalen K-Vektorraums V, % eine
Basis von Vund A = M%(f). Dann ist charpol,, (X) unabhingig von der Wahl der Basis
2 und heifdt das charakteristische Polynom des Endomorphismus f. Wir bezeichnen dieses
Polynom mit charpol,. .

Das charakteristische Polynom von A € M,(K) ist normiert vom Grad n. Der Absolutkoeffi-
zient ist (—1)" det(A). Der Koeffizient von X" ' ist — Spur(A).

SATZ E.34. Seif:V — V ein Endomorphismus von V, y sein charakteristisches Polynom. Ein Element
a € K ist genau dann eine Nullstelle von y, wenn a ein Eigenwert von f ist.

DEFINITION E.35. Eine Matrix A € M, (K) heift trigonalisierbar, wenn A zu einer oberen
Dreiecksmatrix konjugiert ist. Ein Endomorphismus von V heifit trigonalisierbar, wenn eine
Basis von V existiert, so dass die beschreibende Matrix beziiglich dieser Basis eine obere
Dreiecksmatrix ist. =

SaTz E.36. Eine Matrix (ein Endomorphismus) ist genau dann trigonalisierbar, wenn ihr (sein) charak-
teristisches Polynom vollstindig in Linearfaktoren zerfillt.

DEFINITION E.37. SeiA € My(K), und sei ®:K[X] — M;xn(K) der Ringhomorphismus mit
®(a) = aE, fir allea € K und ®(X) = A. Wir schreiben K[A] fiir das Bild von @ -- dies ist ein
kommutativer Unterring von M,(K), der K enthilt (und auch ein K-Vektorraum ist).

Das Minimalpolynom minpol, von A ist das eindeutig bestimmte normierte Polynom p €
K[X] mit Ker ® = (p). =

Analog definiert man das Minimalpolynom minpol eines Endomorphismus f. Ist f €
Endg(V), so haben alle Matrizen, die f beziiglich einer Basis von V beschreiben, das Mini-
malpolynom minpol,.

DEFINITION E.38. Seif € Endg(V). Ein Untervektorraum U C V heifit f-invariant, wenn
f(U) C Ugilt. =
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DEFINITION E.39. Seif € Endg (V). Ein Untervektorraum U C V heif3t f-zyklischer Unter-
raum, falls u € U existiert mit U = (u, f(u),f*(u), ... ). -

In dieser Situation bilden u, f (u), ..., f4*(u) fiird = dim(U) eine Basis von U und die darstel-
lende Matrix von f beziiglich dieser Basis hat die Form einer Begleitmatrix:

DEFINITION E.40. Seiy = X" + > 7' a;X! € K[X] ein normiertes Polynom vom Grad n.
Dann heifdt die Matrix
o —do
I O —ay
I
o
I —ap—
die Begleitmatrix von y. =

SaTz E.41(Cayley--Hamilton). Ist A € M,(K), so gilt charpol,(A) = o(€ M,(K)). Istf ein
Endomorphismus des endlichdimensionalen K-Vektorraums V, so gilt charpol, (f) = o(€ Endg(V)).

Eine dquivalente Formulierung ist, dass das charakteristische Polynom immer vom Mini-
malpolynom geteilt wird.

KOROLLAR E.42. SeiA € M, (K) die Begleitmatrix des normierten Polynoms y (vom Grad n). Dann
gilt charpol, = minpol, = y.

SATZ E.43. Sei K ein Korper. Sei f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen K -Vektorraums.
Dann haben charpolf und minpolf dieselben irreduziblen Polynome in K [X| als Teiler. Insbesondere
haben charpolf und minpolf dieselben Nullstellen.

KOROLLARE.44. SeiK ein Korper. Seif ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen K -Vektorraums.
Dann sind dquivalent:

(i) Der Endomorphismus f ist trigonalisierbar,

(ii) charpoly zerfillt vollstindig in Linearfaktoren,

(iii) minpol, zerfdllt vollstindig in Linearfaktoren.

SATZ E.45. Sei K ein Korper. Sei f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen K-Vektorraums.
Dann sind dquivalent:

(i) Der Endomorphismus f ist diagonalisierbar,

(ii) charpolf zerfdllt vollstindig in Linearfaktoren und hat nur einfache Nullstellen und fiir jeden Eigen-
wert Avon f gilt mult) (charpol,) = dim V). (Man sagt, die algebraische Vielfachheit und die
geometrische Vielfachheit von A stimmen iiberein.)

(iii) minpol, zerfdllt vollstindig in Linearfaktoren und hat nur einfache Nullstellen.

E.3. Normalformen

E.3.1. Die Jordansche Normalform.

DEFINITION E.46. Fir A € K, r > 1, bezeichne mit J, ; € M,(K) den Jordan-Block der Grofe
r x r mit Diagonaleintrag A (und Einsen direkt oberhalb der Diagonalen, Nullen sonst). Wir
sagen, eine Matrix A € M,(K) habe Jordansche Normalform (JNF), falls ry, ...,r, > 1und
A1, ... A, € K existieren, so dass A = diag(Jy, 5,, ---,Jr,.2,) (Block-Diagonalmatrix) ist. -
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THEOREM E.47. Sei A € M, (K) eine Matrix, deren charakteristisches Polynom vollstindig in Linear-
faktoren zerfdllt. Dann existieren S € GL,(K) undry, ...,rp > L Ay, ...A; € K, sodass

SAS—I — diag(]rh/h, ..-,]rk,/\k)

und die Paare (11, Ay), ..., (t, A) sind eindeutig bestimmt bis auf die Reihenfolge (auch die Vielfachheit,
mit der ein Paar auftritt, ist eindeutig bestimmt).

DEFINITION E.48. Seif € Endk(V), seiu ein Eigenwert von f, und sei m die Vielfachheit
der Nullstelle  von minpol,. Der Untervektorraum

(4) V, = U Ker(f — uid)! = Ker(f — uid)™
i>o0
heifit der verallgemeinerte Eigenraum (oder: Hauptraum) von f zum Eigenwert p. =

SATZ E.49. Seien K ein Kérper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f:V — V ein Endomor-
phismus.

Seiminpol, = { - § eine Zerlegung in zueinander teilerfremde normierte Polynome ¢, § € K[X].
Dannsind U := Ker({(f)) und W := Ker(&(f) ) invariante Untervektorrdume von V. Weiter gilt:
(1) U=Im(§(f)), W =Im(())

(2) V=UasW,

(3) minpolﬁU =, minpolﬁW =¢.

Aus diesem Satz ergibt sich im trigonalisierbaren Fall induktiv die Zerlegung in verallge-
meinerte Eigenrdume.

Satz E.50. Seif € End(V),x = charpoly, und y zerfalle vollstindig in Linearfaktoren. Seien
Iy, ..., s die Eigenwerte von f (u; paarweise verschieden). Sei V; der verallgemeinerte Eigenraum von f
zum Eigenwert ;.

Danngilt V = @:_, V;und dim V; = multy, (charpol).

SaTz E.51(Jordan-Zerlegung). Seif € End(V) ein Endomorphismus, dessen charakteristisches
Polynom volistindig in Linearfaktoren zerfillt. Dann existieren eindeutig bestimmte Endomorphismen
D und N von V mit den folgenden Eigenschaften: D ist diagonalisierbar, N ist nilpotent,

f=D+N, und DoN = NoD.
Ferner existieren Polynome py, pn € K[X| mit Absolutterm o, so dass D = p;(f), N = pa(f).

E.4. Quotienten und Universalkonstruktionen

In der Zusammenfassung behandeln wir die Quotientenkonstruktionen in einer etwas
anderen Reihenfolge als in der Vorlesung und beginnen mit dem grundlegenden Fall der
Gruppe.

E.4.1. Der Quotient einer Gruppe nach einem Normalteiler. Seien G eine Gruppe
und H eine Untergruppe.

DEFINITION E.52. (1) Firg € GheifitgH = {gh; h € H} die Linksnebenklasse von g beziiglich
H,und Hg := {hg; h € H} die Rechtsnebenklasse von g beziiglich H.

(2) Die Menge der Linksnebenklassen von H in G wird mit G/H bezeichnet. Die Menge der
Rechtsnebenklassen bezeichnen wir mit H\G. =
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Die Linksnebenklassen von H in G sind genau die Aquivalenzklassen beziiglich der Aquiva-
lenzrelation

g~9 < g'g€H.
Insbesondere gilt fiir g, g € G entweder gH = g H oder gH N g H = (). Sind gH, g H Links-
nebenklassen, so ist die Abbildung x — g'g'x eine Bijektion gH — g H. Entsprechende
Aussagen gelten fiir Rechtsnebenklassen. Als Folgerung erhalten wir:

Satz E.53 (Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann gilt
#G = #H - #(G/H).
Insbesondere ist # H ein Teiler von #G.

DEFINITION E.54. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe H C G heif3t Normalteiler, wenn fiir
alleg € H gilt, dass gH = Hg. =

Ist f:G — G ein Gruppenhomomorphismus, dann ist Ker(f) ein Normalteiler von G. Umge-
kehrtist auch jeder Normalteiler H C der Kern eines geeigneten Gruppenhomomorphismus,
wie die Konstruktion des Quotienten G/H zeigt.

DEFINITION E.55 (Quotient einer Gruppe nach einem Normalteiler). Seien G eine Gruppe
und H C G ein Normalteiler. Dann ist die Abbildung

G/H x G/H — G/H, (gH,gH)— ggH

wohldefiniert und definiert auf G/H die Struktur einer Gruppe, die man als den Quotienten
von G nach H bezeichnet. =

Fiir Gruppen G, G bezeichnen wir mit Hom(G, G') die Menge der Gruppenhomomorphis-
menG — G.

Die beiden Teile des folgenden Satz formulieren in leicht unterschiedlicher, aber im wesent-
lichen dquivalenter Weise die Charakterisierung des Quotienten durch seine »universelle
Eigenschaft«, eine Charakterisierung, die oft niitzlicher ist als die explizite Konstruktion.

SaTz E.56 (Homomorphiesatz fiir Gruppen). Sei G eine Gruppe und H C G ein Normalteiler.
Sei:G — G/H die kanonische Projektion auf den Quotienten. Sei T eine Gruppe und f:G — T ein
Gruppenhomomorphismus.

(1) (Universelle Eigenschaft des Quotienten) Wenn H C Ker f gilt, dann existiert ein eindeutig bestimm-
ter Homomorphismus ¢: G/H — Tmit¢p o = f.

(2) Existiert g mitp o = f, so folgt H C Kerf. Sind f mit H C Ker f und ¢ wie in (1), so gilt:
Im ¢ = Imf. Die Abbildung ¢ ist genau dann injektiv wenn H = Ker f gilt, genauer gilt stets
Ker¢ = Ker(f)/H.

E.4.2. Der Quotient eines Vektorraums nach einem Untervektorraum. Seien K
ein Kérper und V ein Vektorraum.

DEFINITION E.57. Sei U C V ein Untervektorraum. Die abelsche Gruppe V /U (beziiglich
der Addition) wird mit der Abbildung

KxV/U—V/U, (av+U)—av+U,

als Skalarmultiplikation zu einem K-Vektorraum, dem sogenannten Quotienten des Vektor-
raums V nach dem Untervektorraum U. =

Die Aussagen von Satz E.56 gelten genau analog auch in der Vektorraumsituation. Es folgt,
dass fiir endlichdimensionale Vektorraume V gilt, dass dim(U) + dim(V/U) = dim(V).
Genauer gilt (auch im allgemeinen Fall): Ist W C V ein Komplement von U, so ist die
Einschrinkung W — V/U der kanonischen Projektion auf W ein Isomorphismus.
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E.4.3. Der Quotient eines Rings nach einem Ideal.

DEFINITION E.58. Seien R ein kommutativer Ring und a C R ein Ideal. Die abelsche Gruppe
R/a (beziiglich der Addition) wird mit der Abbildung
R/a x R/a = R/a, (x+a,y+a)—xy-+a,

als Multiplikation zu einem kommutativen Ring, dem sogenannten Quotienten des Rings R
nach dem Ideal a. =

Die Aussagen von Satz E.56 gelten genau analog auch in der Situation von Ringen.

Wichtige Beispiele sind die Restklassenringe Z /n. Den Ring K|f] fiir einen Endomorphismus

f kénnen wir mit dem Quotienten K|[X] / (minpol;) identifizieren.

SATzZ E.59 (Chinesischer Restsatz). Seien Rein Ringunday, ...,a, € R Elemente, sodass (a;,a;) = R
fiirallei # j. Seia = a;-- - -- ar. Dann ist der von den kanonischen Projektionen R — R/(a;) induzierte
Homomorphismus

R/(a) — R/(ar) x --- R/(ar)

ein Isomorphismus.

E.4.4. Tensorprodukte von Vektorrdumen. Sei K ein Korper.

DEFINITION E.60. Seien V und W Vektorrdume tiber K. Ein Tensorprodukt von V und W tiber
K ist ein K-Vektorraum T zusammen mit einer bilinearen Abbildung f:V x W — T, so dass
die folgende »universelle Eigenschaft« erfiillt ist:

Fiir jeden K-Vektorraum U und jede bilineare Abbildung b:V x W — U gibt es genau eine
lineare Abbildung :U — T,so dass o f = b gilt. -

Sind V und W Vektorrdaume iiber K, so existiert ein Tensorprodukt von V und W tiber K. Es
ist eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus und wird mit V @x W bezeichnet.
Das Bild von (v,w) € V x Win V ®k W bezeichnen wir mit v ® w. Elemente dieser Form
erzeugen den Vektorraum V @k W, aber in aller Regel hat nicht jedes Element von V ®x W
diese Form!

Sindf:V — V' und ¢:-W — W’ Homomorphismen, so existiert ein eindeutig bestimmter
Homomorphismus

fREVRrW =V @xW, voawe f(v)®g(w).
Diese Konstruktion ist kompatibel mit der Verkettung von Homomorphismen.

In dhnlicher Weise kann man das Tensorprodukt V; ®g --- ®k V, von K-Vektorrdumen
Vi, ..., Vy definieren (und konstruieren). Es erfiillt eine entsprechende universelle Eigenschaft
fir multilineare Abbildungen V; x --- x V, — U.

SaTz E.61 (Tensorprodukte und direkte Summen). Seien K ein Korper, V und W;, i € I, Vektor-
rdume tiber K. Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus

Vek PWi=@PVer Wi, ve Wic— (v@wir
il il

Insbesondere folgt: Ist (b;);c; eine Basis von V und (cj);¢; eine Basis von W, so ist (b; ®
G)(ij)cix;) eine Basisvon V @g W.Im endlichdimensionalen Fall gilt also dim(V @ W) =
dim(V) dim(W).
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SATZ E.62. Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und V¥ = Homg (V, K) sein Dualraum. Sei W
ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Dann ist die Abbildung

VY x W — Hom(V,W), (A,w) = (v A(v)w),

bilinear und die durch die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts induzierte lineare Abbildung
VY@ W — Homg(V, W), A w— (v A(v)w),

ist ein Isomorphismus ®:VY @ W = Homg (V, W).

Ist V = W endlichdimensional, so wird unter dem Isomorphismus V¥ ®k V = Endg (V) des
Satzes die Spurabbildung identifiziert mit der Abbildung, die durch A ® v — A(v) bestimmt
ist.

Erweiterung der Skalare. Ist K ein Teilkorper eines Korpers L und ist V ein K-Vektorraum, so
kann der K-Vektorraum V Qg L mit der Struktur eines L-Vektorraums versehen werden. Aus
einem Homomorphismus f:V — W von K-Vektorrdumen erhilt man einen Homomorphis-
mus V ®k L — W ®k Lvon L-Vektorrdumen,v ® a — f(v) ® a.

E.4.5. Die duflere Algebra. Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum.

DEFINITION E.63. Ein Vektorraum A zusammen mit einer alternierenden multilinearen
Abbildung B:V" — A heifdt r-te dufiere Potenz von V iiber K, wenn die folgende universelle
Eigenschaft erfullt ist:

Fiir jeden K-Vektorraum U und jede alternierende multilineare Abbildung b:V" — U gibt es
genau eine lineare Abbildung ¢:U — A,sodass o B = b gilt. =

Die r-te duf3er Potenz von V existiert fiir jeden K-Vektorraum V und ist eindeutig bestimmt
bis auf eindeutigen Isomorphismus. Wir bezeichnen sie mit A" V. Das Bild von (v, ..., v,) €
V'in \" Vwird mitv; A - - - A v, bezeichnet.

SATZ E.64. Seien V und W Vektorrdume iiber K, r € N, und sei f:V — W eine lineare Abbildung.
Dann ist

/\rf:/\rVﬁ/\rW, VA AV F(v) A Af(vy),

eine lineare Abbildung. Diese Konstruktion ist kompatibel mit der Verkettung von Homomorphismen.

SaTz E.65. Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und by, ..., by, eine Basis von V, dann gilt
dim(A" V) = (7) (insbesondere \" V = o fiirr < o und fiir r > n) und die Elementeb; A --- A b;,
fiirallet < i; < --- < i, < nbilden eine Basis von )\" V.

SATZ E.66. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n = dim(V). Dannistdim \" V = 1. Ist
f:V — Vein Endomorphismus, so ist der Endomorphismus

/\nf:/\nV—>/\nV, VA AV f(v) A Af(vn),
die Multiplikation mit det(f).
Die iiufiere Algebra. Auf der direkten Summe AV := @, /\" V lasst sich eine Multiplikation
definieren durch

(VA AV s (WA AWg) =V A AV Awp A e A wg.

Sie wird damit zu einem (nicht kommutativen) Ring, der auflerdem eine K-Vektorraumstruk-
tur triagt. Man nennt diesen Ring/Vektorraum die dufSere Algebra des Vektorraums V.
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E.5. Bilinearformen und Sesquilinearformen

E.5.1. Bilinearformen und Sesquilinearformen iiber allgemeinen Kérpern. Sei K
ein Kérper und V ein K-Vektorraum.

DEFINITION E.67. Eine Bilinearform auf V ist eine bilineare Abbildung 8:VxV — V,d.h.eine
Abbildung so dass fiir alle v, € V die Abbildungen

VoV, v B(v,v), und V =V v B(ve,v),
lineare Abbildungen sind. =

Seinun 0:K — K ein Ringautomorphismus. (Wir sprechen auch von einem Kérperautomor-
phismus.) Es gelte auflerdem o = 0!, dquivalent ausgedriickt: o o ¢ = idg. Fiir uns sind vor
allem die beiden folgenden Fille von Bedeutung:
e K beliebig, o = idg.
o K = C, o die komplexe Konjugation, d.h. o(a + bi) = a — bi(a, b € R). Man schreibt in
diesem Fall oft Z statt o(z).
DEFINITION E.68. Eine Sesquilinearform auf V ist eine Abbildung :V x V — V so dass fiir
allev, € Vgilt
(1) Die Abbildung
V=V, v B(ve,v),
ist linear. (Wir sagen, B sei linear im zweiten Eintrag.)
(2)
V=V, v B(v,v,),
ist o-linear, d.h. es gilt

ﬁ(\’ + vlv VO) - ﬁ(V, VO) + B(V/7 v0)7 B(avv VO) - G(a) ﬁ(V, VO)

firallev € V,a € K. (Wir sagen, 8 sei o-linear (oder: semilinear) im zweiten Eintrag.) =

Im Fall o = idk ist also eine Sesquilinearform nichts anderes als eine Bilinearform. Daher
konnen wir die beiden Fille im folgenden zusammen abhandeln. Wir fixieren den Kérper K
zusammen mit dem Kérperautomorphismus o.

DEFINITION E.69. (1) Eine Sesquilinearform :V x V — K heif$t hermitesch, wenn (v, w) =
o(B(w,v)) fur alle v, w € V gilt.

Ist 0 = id, so nennt man f auch eine symmetrische Bilinearform.

(2) Eine Sesquilinearform B:V x V — K heif3t nicht-ausgeartet, wenn fiir alle vy, wo € V die
folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:
(a) falls B(vo,w) = ofiirallew € V,sogiltv, = 0,
(b) falls B(v,w,) = ofiirallev € V,so gilt w, = 0.

BE1SPIEL E.70. Das wichtigste Beispiel einer Sesquilinearform ist fiir uns das Standardska-
larprodukt

n
C'"xC"—=C, (xy)—>x"y= Zxﬁy,-.
i=I
Dieses ist hermitesch und nicht-ausgeartet (und positiv definit, siehe Definition E.80). Durch
Einschrinkung auf R" x R" erhélt man das Standardskalarprodukt auf R", eine nicht-
ausgeartete symmetrische Bilinearform auf dem R-Vektorraum R". O



222 E. ZUSAMMENFASSUNG *

Eine nichtausgeartete Bilinearform B induziert einen Isomorphismus V — VV v s (w —
B(v,w)), zwischen V und seinem Dualraum.

PROPOSITION E.71. Sei 8 eine Sesquilinearform auf dem endlichdimensionalen Vektorraum V und sei
% = (by, ..., by) eine Basis von V. Dann heifst

Mgy (B) == (B(bi, bj))ij € Mn(K)

die Strukturmatrix der Sesquilinearform f.

Sei B eine Sesquilinearform auf dem endlichdimensionalen Vektorraum V und 4 eine Basis
von V. Dann ist f nicht-ausgeartet genau dann, wenn M4 () invertierbar ist.

Fir A € My« (K) bezeichnen wir mit A? die Matrix, die aus A hervorgeht, indem auf jeden
Eintrag die Abbildung ¢ angewendet wird, und mit A* die Matrix (A?)? = (A%)*.IstK = C
und o die komplexe Konjugation, so schreibt man auch A statt A°. Wir benutzen diese
Schreibweise insbesondere fiir quadratische Matrizen und fiir Spaltenvektoren. Damit gilt
in der Situation der Definition:

Bv,w) =cuz(w)* Mz(B)cg(w) firallev,we V.

SaTz E.72. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einer Basis 8. Die Abbildung, die ei-
ner Sesquilinearform f3 ihre Strukturmatrix M (B) zuordnet, ist eine Bijektion von der Menge aller
Sesquilinearform auf den Raum M, (K).

Ist € eine weitere Basis von V, so gilt My (8) = (M%)* M (B) M5,

DEFINITION E.73. Sei (V, ) ein Vektorraum mit einer nicht-ausgearteten hermiteschen
Sesquilinearform. Sei U C V ein Untervektorraum. Dann heifst
UL :={veV; firalleu € Ugilt: B(u,v) = o}

das orthogonale Komplement von U in V. -

SATZ E.74. Sei (V, B) ein endlichdimensionaler Vektorraum mit einer nicht-ausgearteten hermiteschen
Sesquilinearform, und U C 'V ein Untervektorraum. Dann gilt V. = U @ U+, also insbesondere
dim U+ = dim V — dim U. Fernerist (U+)+ = U.

E.5.2. Die adjungierte Abbildung.

SAaTZz E.75. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einer nicht-ausgearteten hermiteschen
Sesquilinearform . Seif € Endy (V). Dann existiert ein eindeutig bestimmter Endomorphismus g von
V, sodass fiir allev,w € V gilt:

B(f(v),w) = B(v,g(w)).
In dieser Situation heifit g die zu f adjungierte Abbildung; wir bezeichnen die adjungierte Abbildung zu

f mitf*.

Im Fall ¢ = id entspricht die zu f adjungierte Abbildung f* unter dem durch  induzierten
Isomorphismus V — VV der dualen Abbildung von f. Siehe Ergéinzung 19.37 fiir eine
Verallgemeinerung auf den Fall von Sesquilinearformen.

SaTz E.76. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit einer nicht-ausgearteten hermiteschen
Sesquilinearform p.

(1) Die Abbildung Endk (V) — Endk(V),f — f* ist semilinear (d.h. sie ist ein Homomorphismus
abelscher Gruppen (bzgl. +) und es gilt (af )* = o(a) - f* fiirallef € Endg(V), a € K).

(2) Esgiltid® = id, (f*)* =, (f 0 )" = g* o "
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(3) Esgilt
Ker(f*) = (Imf)*,  Im(f*) = (Kerf)",
undrgf =rgf*.
DEFINITION E.77. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit einer nicht-ausgearteten
hermiteschen Sesquilinearform . Ein Endomorphismus f von V heifit selbstadjungiert, falls

f=f*gilt. .

E.5.3. Isometrien, orthogonale und unitire Gruppen. Sei V ein endlichdimensio-
naler K-Vektorraum mit einer nicht-ausgearteten hermiteschen Sesquilinearform .

DEFINITION E.78. Ein Endomorphismus f:V — V heifit eine Isometrie (beziiglich ), wenn

B (v).f(w)) = B(v,w) firallev,we V
gilt. -

Weil B nicht-ausgeartet ist, kann fiir eine Isometrie f (v) = o nur dann gelten, wennv = 0
ist, eine Isometrie ist also notwendigerweise ein Isomorphismus. Ein Endomorphismus f
ist daher genau dann eine Isometrie, wenn f invertierbar und f* = f ' gilt.

Die Menge der Isometrien bildet eine Untergruppe der Gruppe Autg (V) aller Automorphis-
men von V. Wir bezeichnen sie mit Autg(V, ).

DEFINITION E.79. (1) Ist 0 = id, also 8 eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform,
so nennt man Autg(V, B) auch die orthogonale Gruppe zu V und f und schreibt O(V, f)
(oder einfach O(V), wenn klar ist, welches § gemeint ist) fiir diese Gruppe.

(2) Ist o # id und S eine nicht-ausgeartete hermitesche Sesquilinearform, so nennt man
Autg (V, B) auch die unitdre Gruppe zu V und  und schreibt U(V, ) (oder einfach U(V),
wenn klar ist, welches ff gemeint ist) fiir diese Gruppe. =

E.5.4. Euklidische und unitére Vektorrdume. Wir schrinken uns nun auf die folgen-
den beiden Fille ein

e K=R,0=1id,
e K = C, o die komplexe Konjugation. Wir schreiben nun iiblicherweise Z statt o(z).
Diese Schreibweise konnen wir auch fiir z € R anwenden; dann giltz = z.

Dann gilt zz € R, fiir alle z € K, und wir konnen den Absolutbetrag von z definieren als
|z| := /2. Der Positivititsbegriff, den wir hier zur Verfiigung haben, ist der entscheiden-
de Unterschied zum allgemeinen Fall, und ermdglicht es zum Beispiel, einen sinnvollen
Abstands- und Winkelbegriff einzufiihren.

Um in der Notation sichtbar zu machen, dass wir nur diese beiden Fille erlauben, bezeichnen
wir den Grundkorper mit K.

DEFINITION E.80. Sei V ein K-Vektorraum. Eine hermitesche Sesquilinearform f auf V
heif3t positiv definit, wenn

B(v,v) >0 firalleve V\ {o}
gilt.

Entsprechend definiert man die Begriffe positiv semidefinit, negativ definit, negativ semidefinit,
siehe Definition 19.49. =
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DEFINITION E.81. (1) Sei K = R. Ein Skalarprodukt auf einem endlichdimensionalen R-
Vektorraum ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform V x V — R. Ein end-
lichdimensionaler R-Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt heif3t euklidischer
Vektorraum.

(2) Sei K = C. Ein Skalarprodukt auf einem endlichdimensionalen C-Vektorraum ist eine
positiv definite hermitesche Sesquilinearform V x V — C. Ein endlichdimensionaler
C-Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt heifdt unitdrer Vektorraum. -

Satz E.82 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei eine positiv semidefinite hermitesche Sesquili-
nearform auf dem K-Vektorraum V. Dann gilt fiir allev,w € V:

By, w)[* < B(v,v)B(w,w).
Ist die gegebene Form sogar positiv definit, so gilt in der Ungleichung genau dann =, wenn v und w linear
abhdingig sind.

KOROLLAR E.83. Sei 8 eine positiv semidefinite hermitesche Sesquilinearform auf V. Die Form f ist
genau dann nicht-ausgeartet, wenn sie positiv definit ist.

DEFINITION E.84. Sei V ein euklidischer/unitirer Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -). Dann
definieren wir die Linge eines Vektors v € V als ||v|| := /(v,v). -

Mit dem Lingenbegriff fiir Vektoren kann man auch den Abstand von Elementen v, w € V
als ||w — v|| definieren. Fiir das Standardskalarprodukt erhilt man so den »gewohnten«
euklidischen Abstand auf R" bzw. C".

KOROLLAR E.85 (Dreiecksungleichung). Sei V ein euklidischer/unitdrer Vektorraum mit Skalarpro-
dukt (+,+). Fiirallev, w € V gilt
v+ wll < [l + [lwl|
DEFINITION E.86. (1) Sei V ein euklidischer/unitirer Vektorraum mit Skalarprodukt (-, ).
Wir nennen Vektoren v, w € V orthogonal zueinander, wenn (v, w) = o gilt.

(2) SeiV ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (-, ). Der Winkel zwischen zwei
Vektoren v, w € V ist die eindeutig bestimmte reelle Zahl § € [0, 7], fiir die gilt

E.5.5. Existenz von Orthonormalbasen.

DEFINITION E.87. Sei(V, (+,+)) ein euklidischer/unitdrer Vektorraum. Eine Familiev,, ..., v, €
V heifit Orthogonalsystem, falls v; # o fiir alleiund fiir allei # j gilt: (v;, v;) = 0. Gilt zusitzlich
|vi| = 1fiir alle i, so bezeichnet man die Familie auch als Orthonormalsystem.

Sofern die v; eine Basis von V bilden, spricht man auch von einer Orthogonalbasis bzw. Ortho-
normalbasis. =

BEISPIEL E.88. Wenn wir den Vektorraum K" mit dem Standardskalarprodukt versehen,
dann bildet die Standardbasis eine Orthonormalbasis. O

LEMMA E.89. Sei (V, (+,+)) ein euklidischer/unitdrer Vektorraum und sei v, ..., v, € V ein Orthogo-
nalsystem. Dann sind vy, ..., v, linear unabhdngig.

SATZ E.90 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Sei (V, (:,)) ein euklidi-
scher/unitdrer Vektorraum und sei 8 = (b, ..., by) eine Basis von V. Dann existiert eine Orthonormal-
basis vy, ..., v, von V, fiir die aufierdem gilt:
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(1) Vi:= (vi,...,vi) = (by,....b;) fiirallei
(2) furallei gilt mit ; = (by, ..., b;), € = (vy, ..., v;): det M (idy,) € Roo.

Durch diese Bedingungen sind vy, ..., v, eindeutig bestimmt, und zwar gilt

4 i—1

V. ’
v, = —1 mit  v; = b; — Z(b,’, Vi) V.

1
Vi k=1

SATzZ E.91. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Basis b, ..., b, und B eine symmetrische
Bilinearform / Hermitesche Form auf'V. Dann gilt: B ist genau dann positiv definit, wenn fiir aller =
L,...,ngilt

det(B(bia bj))i:I,A..,r,j:I,..i,r > 0.

E.5.6. Der Spektralsatz fiir normale Endomorphismen.

SaTz E.92. Sei V ein euklidischer/unitdrer K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-), und f € Endg (V).
Ist 2 eine Orthonormalbasis von V, so gilt M7 (f*) = MZ(f)*.

SATZ E.93. Sei V ein euklidischer/unitdrer Vektorraum, 2 eine Orthonormalbasis von V. Dann gilt:

(1) Ein Endomorphismus f von V ist genau dann selbstadjungiert, wenn M7 (f ) hermitesch ist, d.h.
wenn M7 (f)* = M%(f) gilt.

(2) Ein Automorphismus f von V ist genau dann eine Isometrie, wenn M (f) unitdr (bzw. orthogonal)
ist, d.h. wenn M7 (f)* = M%(f) " gilt.

DEFINITION E.94. (1) Sei V ein euklidischer/unitiarer K-Vektorraum mit Skalarprodukt
(+,+),und f € Endg(V). Der Endomorphismus f heifdt normal, wenn f o f* = f* o f gilt.

(2) Eine Matrix A € M, (K) heif}t normal, wenn A A* = A* A gilt. =

Wichtige Beispiele fiir normale Endomorphismen sind selbstadjungierte Endomorphismen
(also solche mit f = f*) und Isometrien (also Isomorphismen mit f~' = f*).

THEOREM E.95 (Spektralsatz fiir normale Endomorphismen). Sei V ein euklidischer/unitdrer K-
Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -), und f € Endgk (V) ein Endomorphismus, dessen charakteristisches
Polynom volistindig in Linearfaktoren zerfdllt. Dann sind dquivalent:

(i) f ist normal.

(ii) Es existiert eine Orthonormalbasis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht.

E.5.7. Die Hauptachsentransformation.

THEOREM E.96 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen). Sei V ein euklidischer/unitd-
rer Vektorraum und f € Endx (V) selbstadjungiert. Dann existiert eine Orthonormalbasis von V, die
aus Eigenvektoren von f besteht, und alle Eigenwerte von f sind reell.

KoROLLAR E.97. Sei A € M, (K) eine hermitesche Matrix. Dann existiert eine unitire Matrix S €
GL,(K), so dass S~'AS eine Diagonalmatrix mit reellen Eintrdgen ist.

KoroLLAR E.98 (Hauptachsentransformation). Sei V ein euklidischer/unitdrer Vektorraum mit
Skalarprodukt (-, ). Sei B eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Dann existiert eine Orthonormalbasis
A von 'V, sodass M 5 (B) eine Diagonalmatrix mit reellen Eintrdgen ist.

KOROLLAR E.99. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f3 eine hermitesche Sesquilinear-
form. Dann sind dquivalent:

(i) Die Form B ist positiv definit.
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(ii) Es existiert eine Basis 2 von V, so dass M4 () nur positive reelle Eigenwerte hat.

THEOREM E.100 (Sylvesterscher Trigheitssatz). Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum,
n = dim V und B eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Sei % eine Basis von V, und seien k., k_
bzw. ko, die Anzahlen der Eigenwerte von M (), die positiv, negativ bzw. = 0 sind, jeweils gezdhlt mit
der Vielfachheit der entsprechenden Nullstelle des charakteristischen Polynoms.

Dannistk, + k_ + ko = n, und die Zahlen k., k_ und k,, sind unabhdngig von der Wahl der Basis 2.
Es existiert eine Basis & von V, so dass
My (B) = diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0)

(mit k.. Eintrigen = 1, k_ Eintrdgen = —1 und ko, Eintrdgen = o) ist.

E.5.8. Polarzerlegung und Singulirwertzerlegung. Besonders in praktischen An-
wendungen ist die folgende Darstellung einer reellen oder komplexen Matrix als Produkt
von grofier Bedeutung.

SaTz E.101 (Singuldrwertzerlegung). Sei A € My xn(K). Dann existieren unitdire Matrizen V €
Mp(K)und W € M,(K) und eine Matrix 3. = diag(oy, ..., 07,0, ...,0) € Mpxn(R), 00 > -+ >
oy > o,r < m,n(wennm # nist, ist X keine Diagonalmatrix!), so dass

M=VIWwW*
ist.

Dabei ist die Matrix % eindeutig durch M bestimmt.

Analog zu der Darstellung komplexer Zahlen durch Polarkoordinaten haben wir die Polar-
zerlegung fiir Matrizen.

SaTz E.102 (Polarzerlegung). (1) SeiA € My(K). Dann existieren eine unitire Matrix U € M, (K)
und eine eindeutig bestimmte positiv semidefinite hermitesche Matrix P € M,(K) mit A = UP.

(2) Ist A invertierbar, so ist auch U eindeutig bestimmt, und P ist sogar positiv definit.

Ist A = UP die Polarzerlegung, so gilt A*A = P*U*UP = P?, weil U unitir und P = P*
hermitesch ist. Ist umgekehrt A invertierbar und P eine positiv definite hermitesche Matrix
mit P> = A*A, soist AP~ " unitirund A = (AP~ ")P die Polarzerlegung von A.



ANHANG F

Bemerkungen zur Literatur *

Die Bemerkungen zur Literatur im Skript zur Linearen Algebra 1, Abschnitt I.D, haben
natiirlich weiterhin Giiltigkeit und die dort angegebenen Biicher und Skripte (beziehungs-
weise gegebenenfalls die zweiten Binde/Teile, die teilweise dort auch schon verlinkt sind)
versorgen Sie mit allem Stoff (und noch deutlich mehr), den wir in der Linearen Algebra 2
behandeln werden.

Was hier noch ergidnzt werden soll, sind einige Bemerkungen dazu, welche Biicher/Texte
einen dhnlichen Ansatz verfolgen wie wir in der Vorlesung (und wo man vielleicht einen
anderen Blickwinkel findet). Denn im Vergleich zur Linearen Algebra 1 ist der Stoff von
Teil 2 schon etwas weniger standardisiert. Um den Satz iiber die Jordansche Normalform
zu beweisen, gibt es unterschiedliche Méglichkeiten, der Quotientenvektorraum wird oft
schon frither behandelt, oft schon im ersten Semester zur Linearen Algebra, und die anderen
Universalkonstruktionen, die wir erwahnen (Tensorprodukt und dufiere Potenz) gehoren
nicht unbedingt zum Standardstoff. Bei den Bi- und Sesquilinearformen gibt es vor allem
insofern Unterschiede, ob ausschliefilich iiber den Kérpern R und C gearbeitet wird, oder ob
der Fall eines allgemeinen Grundkorpers zu Beginn ebenfalls betrachtet wird.

F.1. Literaturverweise zu einigen Vorlesungsthemen

F.1.1. Die Jordansche Normalform. Die Vorlesung richtet sich nicht genau nach einer
Vorlage, aber die Darstellung in den Biichern von Brieskorn (Lineare Algebra und Analy-
tische Geometrie II), Fischer (Lernbuch Lineare Algebra und Analytische Geometrie) sind
nicht so weit davon entfernt, wie wir es machen. Ebenso kann ich das Buch [Vi] von Vinberg,
Kap. 6.4, empfehlen.

Ein anderer Zugang wird beispielsweise von Bosch [Bo] gewihlt. Dort wird der Satz iiber die
Jordansche Normalform aus dem »Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln tiber Hauptide-
alringen« gefolgert. Dieser Zugang ist konzeptioneller, erfordert aber einen betréchtlichen
Aufwand zur Entwicklung dieser allgemeinen Theorie.

F.1.2. Universalkonstruktionen. Tensorprodukte und die dufiere Algebra werden
zum Beispiel auch in den Biichern von Bosch [Bo]und Waldmann (Lineare Algebra 2, https:
//doi.org/10.1007/978-3-662-53348-2) und im Skript von L6h (Lineare Algebra II') be-
sprochen.

F.1.3. Bilinearformen und Sesquilinearformen. Wie gesagt variiert hier der Grad
der Allgemeinheit, in der das Thema durchgenommen wird. Ich habe mich fiir einen Mit-
telweg entschieden, bei dem die Theorie solange, wie es mathematisch keinen Unterschied
macht, iber allgemeinen Kérpern aufgebaut wird, denn das hat -- zum Beispiel fiir die
Zahlentheorie -- durchaus einen Nutzen. Ahnlich ist es auch im Buch von Lorenz (Lineare
Algebra 2), jedenfalls soweit es die Bilinearformen betrifft. Brieskorn (Lineare Algebra und
Analytische Geometrie II) geht noch einen Schritt weiter und lasst nicht nur Koérper, sondern
beliebige Schiefkorper als »Grundkoérper« zu, und erhilt so die Theorie in der letztendlich

Thttp://www.mathematik.uni-regensburg.de/loeh/teaching/linalg2_ss17/lecture_notes.pdf
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richtigen Allgemeinheit. Fiir den ersten Kontakt erschien mir das aber sozusagen zuviel des
Guten.
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