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KAPITEL 1

Einleitung

Die Kommutative Algebra behandelt die Theorie der kommutativen Ringe und von Moduln
iiber solchen Ringen. Der Begriff des Moduls iiber einem Ring ist die natiirliche Verallge-
meinerung des Begriffs des Vektorraums iiber einem Korper. Zwei wichtige Beispielklassen
kommutativer Ringe sind

Polynomringe tiber einem (algebraisch abgeschlossenen) Korper und ihre Quotienten nach Idealen. Ist k
ein (algebraisch abgeschlossener) Korperund I = (fi,...,fin) C R = k[X, ..., Xy] ein Ideal, so
reflektiert der Ring R / I viele geometrische Eigenschaften der gemeinsamen Nullstellen-
menge
V(I) = {(x1,...,x,) € k"; Vi : fi(x1,...,xq) =0} C k"

der Polynome f; (siehe Korollar 4.29, Korollar 4.30). Wegen der Méglichkeit, geometrische
Eigenschaften in algebraische Eigenschaften eines Rings zu tibersetzen, ist die Kommutative
Algebra ein essenzielles Hilfsmittel der modernen algebraischen Geometrie.

Ganzheitsringe algebraischer Zahlkorper. Sei K /Q eine endliche Korpererweiterung, und sei
Ok = {x € K; minpol, , € Z[X]}.

Diese Menge ist ein Unterring von K und der Ring Ok heif3t der Ring der ganzen Zahlen von K.
Er reflektiert wesentliche zahlentheoretische Eigenschaften des Korpers K. Dies wird in der
Vorlesung Algebraische Zahlentheorie genauer untersucht. Siehe auch Kapitel 7. Zum Beispiel
hingt die Fermatsche Vermutung' --

firn > 2undx,y,z € Zgiltx" + y" = z" hochstens, wenn xyz = 0

-- mit der Struktur der Ganzheitsringe in den Kérpern Q({), die durch Adjunktion einer
primitiven n-ten Einheitswurzel entstehen, zusammen. (Jedenfalls in dem Sinne, dass man
fiir diejenigen n, fiir die dieser Ring faktoriell ist, die obige Aussage ziemlich leicht beweisen
kann. Allerdings kann man zeigen, dass das nur fiir endlich viele n (die alle < 9o sind) der
Fall ist. Inzwischen wurde die Fermatsche Vermutung fiir alle n von Wiles und anderen
bewiesen, mit Methoden der algebraischen Zahlentheorie und algebraischen Geometrie,
die iiber den iiblichen Umfang des Master-Studiums deutlich hinausgehen.)

Im Sinne der Ubersetzung von algebraischen zu geometrischen Fragen (und umgekehrt),
werden wir fiir jeden Ring R die Menge Spec R aller Primideale von R zu einem »geome-
trischen Objekt« machen (einem topologischen Raum), siehe Abschnitt 2.1. In der algebra-
ischen Geometrie wird diese Sichtweise dann noch wesentlich ausgebaut. Die so verfiigbare
geometrische Intuition kann dann auch auf Situationen angewendet werden, die von zah-
lentheoretischen Fragen herkommen, etwa von Ringen der Form Ok. (Solange hier noch
nicht mehr dazu steht: Siehe auch Abschnitt ALG.3.8.)

Neben dem Nutzen in der »Reinen Mathematik« haben Methoden der Kommutativen Al-
gebra und Algebraischen Geometrie auch immer grofiere Bedeutung in Anwendungen.
Polynomgleichungen treten {iberall in der Mathematik und auch in vielen Anwendungen in
den (Natur-)Wissenschaften auf, und die Kommutative Algebra kann zu ihrer Untersuchung
oft einen wichtigen Beitrag leisten.

Thttps://de.wikipedia.org/wiki/GroBer_Fermatscher_Satz
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6 1. EINLEITUNG

Verweise der Form Kapitel LA1.4, Abschnitt LA2.15.1, Satz ALG.3.22 verweisen auf die Vor-
lesungsskripte zur Linearen Algebra 1[LA1], Linearen Algebra 2 [LA2]und Algebra [ALG].
Wenn Sie die entsprechenden PDF-Dateien unter den Dateinamen lal.pdf, 1a2.pdf be-

ziehungsweise algebra.pdf im selben Verzeichnis ablegen wie dieses Skript, dann sollten
diese Referenzen »anklickbar« sein.



KAPITEL 2

Ringe und Moduln

2.1. Ringe und Ideale

Wir beginnen mit der Wiederholung einiger Begriffe, die schon in der Linearen Algebra 2
und Algebra eingefithrt wurden (insbesondere Ringe, Ideale, Primideale und maximale Ideale)
und die wir in dieser Vorlesung genauer studieren werden.

2.1.I. Definitionen.

DEFINITION 2.I. Eine Menge R zusammen mit Verkniipfungen +: R xR — R (Addition) und
-:R x R — R (Multiplikation) heifst kommutativer Ring mit 1, falls gilt:

(a) (R,+) ist eine abelsche Gruppe (Wir bezeichnen das neutrale Element beziiglich + stets
mit 0.), und

(b) die Multiplikation - ist assoziativ, besitzt ein neutrales Element (das wir immer mit 1
bezeichnen), verhilt sich distributiv beziiglich + und ist kommutativ.

Sofern nicht ausdriicklich etwas Anderes gesagt wird, verstehen wir in diesem ge-
samten Skript unter einem Ring immer einen kommutativen Ring mit 1.

Wir verwenden die iiblichen Bezeichnungen: Der Multiplikationspunkt wird tiblicherweise
ausgelassen. Das Inverse von a € R beziiglich der Addition wird mit —a bezeichnet, wir
schreiben a - b statta + (-b).

BEISPIEL 2.2. (I) Die Menge R = {0} mito + 0 =0,0 - 0 = 0, ist ein Ring, der sogenannte
Nullring. Dies ist der einzige Ring, in dem I = 0 gilt. Wir schreiben einfach R = o.

(2) Die ganzen Zahlen Z bilden mit der tiblichen Addition und Multiplikation einen Ring.

(3) Ist R ein Ring, dann konnen wir die Polynomringe R[X] in einer, R[X;, ..., X,] in endlich

vielen und R[X;; i € I] in beliebig vielen Unbestimmten bilden. Siehe Abschnitt ALG.3.3
und Abschnitt ALG.A.2.2.

(4) Sind Ry, R, Ringe, dann ist das kartesische Produkt R; x R, mit der komponentenweisen
Addition und Multiplikation ein Ring. Allgemeiner kann man fiir jede Indexmenge I
und Familie von Ringen R;, i € I, das Produkt [ ], ; R; mit den komponentenweisen
Operationen zu einem Ring machen.

O

DEFINITION 2.3. SeiR ein Ring.

(1) Ein Element a € R heifit Einheit, falls ein Element b € R existiert mit ab = 1. Die Menge
R* aller Einheiten in R bildet eine Gruppe beziiglich der Multiplikation, die sogenannte
Einheitengruppe.

(2) Ein Element a € R heifdt Nullteiler, falls ein Element b € R, b # o, existiert mit ab = 0. Ist
R # ound hat R keine Nullteiler aufler 0, so heifit R Integrititsring.

7



8 2. RINGE UND MODULN

(3) Ein Element a € R heif3t nilpotent, wenn n > 1 existiert mit a" = o.

BEMERKUNG 2.4. Sindu € R* und a € R nilpotent, soist u —a € R*. Es ist ausreichend, das
fir u = 1 zu zeigen, weil mit a auch u'a nilpotent ist. Es gilt aber (1 - a) (Zi>o ai> = 1. Die

Summe hier ist nur formal unendlich, weil mit a offenbar auch -a nilpotent ist. Vergleiche
die geometrische Reihe. Weil mit a auch —a nilpotent ist, folgt auch u + a € R*. O

DEFINITION 2.5. Seien R, S Ringe. Eine Abbildung f: R — S heifdt Ringhomomorphismus,
wenn gilt:

(@) f(x+y)=f(x)+f(y) furallex,y € R,
(b) f(xy) =f(x) f(y) furallex,y € R,
(€ f(1) =1

Die Menge aller Ringhomomorphismen von R nach S bezeichnen wir mit Hom(R,S).

DEFINITION 2.6. Ein Ringhomomorphismus f: R — S heifdt Ringisomorphismus, wenn f
einen Umkehrhomomorphismus besitzt, d.h., wenn ein Ringhomomorphismusg:S — R
mitgof =idg,f og = ids. —

Esist klar, dass jeder Ringisomorphismus bijektiv ist, und nicht schwer zu zeigen, dass jeder
bijektive Ringhomomorphismus ein Isomorphismus ist.

BEISPIEL 2.7. (I) SeiR ein Ring. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomor-
phismus Z — R (siehe Beispiel ALG.3.2). Wenn wir eine ganze Zahl als Element von R
auffassen, ist immer ihr Bild unter diesem Ringhomomorphismus gemeint (insbeson-
dere fiir n > o die n-fache Summe 1 + - - - + 1in R). Achtung: Dieser Ringhomomorphismus ist
im allgemeinen nicht injektiv.

(2) Istp: R — Sein Ringhomomorphismus und sind xy, ...,x, € S, dann existiert ein ein-
deutig bestimmter Ringhomomorphismus ®: R[X, ..., X,]| — Smit ®(a) = ¢(a) fiir alle
a € Rund ®(X;) = x; firi = 1,...,n. Wir nennen ® den (zu ¢ und xy, ..., x, gehorigen) Ein-
setzungshomomorphismus. Insbesondere haben wir den Einsetzungshomomorphismus im
Spezialfall n = 1. Allgemeiner kann man genauso den Fall beliebieg vieler Unbestimmter
betrachten.

O

DEFINITION 2.8. Eine Teilmenge S C R eines Ringes R heifdt Unterring, falls 0,1 € Sund S
abgeschlossen beziiglich +, — und - ist. —|

DEFINITION 2.9. SeiR ein Ring. Eine Teilmenge a C R heifit Ideal, wenn a eine Untergruppe
beziiglich der Addition ist, und wenn fiir allex € R,y € a gilt, dassxy € a. =

BEMERKUNG 2.10. (I) Injedem Ring R sind {0} (das Nullideal) und R (das Einsideal) Ideale.

(2) Der Durchschnitt von Idealen ist ein Ideal.



2.1. RINGE UND IDEALE 9

(3) Sind R ein Ring und ist X C R eine Teilmenge, so ist

n
(X) = ﬂ a :{Zaixi; nzo,aiER,xiEX}

aCR Ideal, XCa i=1
das kleinste Ideal von R, das X enthilt. Wir nennen (X) das von X erzeugte Ideal. Ist
X = {xi,...,xn}, so schreiben wir (x;,...,x,) := (X). Beispiel: (0) = {o}, (1) = R. Ein
Ideal a heifdt endlich erzeugt, wenn endlich viele Elemente ay,...,a, € a existieren mit
a = (ay,...,a,). Ein Ideal a heif}t Hauptideal, wenn ein Element a € a existiert mit a = (a).
Ein Integrititsring, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, heifst Hauptidealring.

(4) SeiR einRing. Sind a, C R Ideale, so heifit das von | J, a, erzeugte Ideal die Summe der
Ideale a,,in Zeichen ) a,.Es gilt

Z a, = {va; x, € a,, nur endlich viele x, ungleich o} .

O
DEFINITION 2.11. Seien R ein Ring und a, b Ideale von R. Dann heifdt
ab=(ab;ac€a,becb)= {Zaibi; a; € a,b; € b}

das Produkt der Ideale a und b. | =

LEMMA 2.12. Seif : R — R’ ein Ringhomomorphismus. Dann ist der Kern Ker f := f™*(0) von f ein
Ideal von R und das Bild Im f = f(R) von f ein Unterring von R’

DEFINITION 2.13. Eine R-Algebra ist ein (Ring A zusammen mit einem) Ringhomomorphis-
mus R — A (dieser Homomorphismus heifit auch der Strukturmorphismus. Ein Homomorphis-
mus zwischen R-Algebren ¢p: R — A, : R — Bist ein Ringhomomorphismusf:A — B, so
dass f o ¢p = . Die Menge aller R-Algebren-Homomorphismen von A nach B bezeichnen wir
mit Homg(A, B). =

2.1.2. Der Quotient nach einem Ideal.
Definition des Quotientenbegriffs durch die universelle Eigenschaft.

DEFINITION 2.14. Seien R ein Ring und a ein Ideal. Eine R-Algebra 7: R — R heifdt Quotient
von R nach a, wenn a C Ker(r) gilt und fiir jeden Ring S die Abbildung

Hom(R,S) — {f € Hom(R,S); Ker(f) D a}, ¢+ o,

eine Bijektion ist. =

BEMERKUNG 2.15. (1) Im allgemeinen kann die obige Bedingung wie folgt ausformuliert
werden: Sei f : R — S ein Ringhomomorphismus. Der Homomorphismus f faktorisiert
genau dann iiber 7 (d.h., lisst sich schreiben in der Form f = (o 7 fiirein p: R — §),
wenn Ker(f) D a. In diesem Fall ist i eindeutig bestimmt.

Das bedeutet: Der »wie iiblich« konstruierte Quotient R / a (siehe unten) ist ein Quotient
im Sinne der obigen Definition -- dies ist gerade der Homomorphiesatz.

(2) Aus der universellen Eigenschaft folgt, dass ein Quotient eindeutig bestimmt ist bis auf
eindeutigen Isomorphismus, siehe den Beweis von Satz LA2.18.4.
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(3) Alternativkann man einen Ringhomomorphismus R — S (also eine R-Algebra-Struktur
auf S)von vorneherein fixieren und die Aquivalenz, dass f genau dann iiber r faktorisiert,
wenn a C Ker(f) gilt, dadurch ausdriicken, dass die Abbildung

Homg(R,S) — {f € Homg(R,S); Ker(f) D a}, ¢ — o,

eine Bijektion ist. Hier werden also auf beiden Seiten R-Algebra-Homomorphismen
betrachtet. (Das hat zur Folge, dass beide Seiten hochstens ein Element haben.)

(4) In der Definition kann man die Bedingung a C Ker(m) fallenlassen, weil sie aus der
zweiten Bedingung folgt (denn fiir S = R liegt idg in der linken Seite der Bijektion).

(5) Aus der obigen Definition geht nicht hervor, ob ein Quotient in diesem Sinne iiber-
haupt immer existiert. Man kann mit dieser abstrakteren Definition also nicht darum
herumkommen, die Konstruktion des Quotienten durchzufiihren.

O

Konstruktion des Quotienten. Sei R ein Ring, a C R ein Ideal. Die Relation
X~y <= x-y€a
definiert eine Aquivalenzre}ation auf R, deren Aquivalenzklassen wir als die Nebenklassen
von a in R bezeichnen. Die Aquivalenzklasse von x € R ist
X:=x+a:={x+a;aca}.
Die Menge R/a der Aquivalenzklassen wird durch die (wohldefinierten!) Verkniipfungen
X+y:=x+y, undXx -y := Xy

zu einem kommutativen Ring, und die Abbildung #: R — R/ a,x — X, die als die kanonische
Projektion bezeichnet wird, ist ein surjektiver Ringhomomorphismus.

SaTz 2.16 (Homomorphiesatz/Universelle Eigenschaft des Quotienten). Seien R ein Ring und
a C ReinIdeal. Seim: R — R/a die kanonische Projektion.

(1) EinRinghomomorphismus¢ : R — R’ faktorisiert genau dann iiber it (d.h. es existiertp: R/a — R’
mit o = ¢p), wenn a C Ker ¢p. Der Homomorphismus 1 ist dann eindeutig bestimmt. (Wie oben
bemerkt, besagt dieser Teil genau, dass 7t : R — R / a ein Quotient im Sinne der obigen Definition ist.)

(2) Indiesem Fall gilt Im ¢ = Im 1, und  ist genau dann injektiv, wenn a = Ker ¢.

SATz 2.17 (Ideale des Quotienten). Seien R ein Ring und a C R ein Ideal. Seiw:R — R/a die
kanonische Projektion. Dann sind die Abbildungen

b+— m(b) und ¢ — 7' (¢)

zueinander inverse, inklusionserhaltende Bijektionen zwischen der Menge aller Ideale von R, die a enthalten,
und der Menge aller Ideale von R /a.

BEwEIs. Urbilder von Idealen unter Ringhomomorphismen sind Ideale. Bilder von
Idealen unter surjektiven Ringhomomorphismen sind Ideale. Mit den Notationen aus dem
Satzist klar, dass 77" (c) fiir alle c das Ideal a = Ker(r) enthilt. Daher liefern die angegebenen
Zuordnungen tatsidchlich Abbildungen zwischen der Menge der Ideale in R, die a enthalten
und der Menge der Ideale im Quotienten R/a. Es ist auch klar, dass sie inklusionserhaltend
sind. Dass die beiden Abbildungen zueinander invers sind, ist leicht nachzupriifen. O

Weitere Literatur zum Thema Ringe und Ideale: Kapitel LA2.15, Kapitel ALG.3,[AM]
Ch.1,[M2]§1



2.2. EINSCHUB: TOPOLOGISCHE RAUME 1
2.2. Einschub: Topologische Riume

Ein grundlegender Bestandteil unserer Vorstellung von »geometrischen Objekten« ist es,
Aussagen dariiber treffen zu konnen, ob zwei Punkte nahe beieinander liegen, oder nicht.
Besonders direkt spiegelt sich das in einem metrischen Raum wider, d.h., einer Menge X
zusammen mit einer Metrik, oder Abstandsfunktion, d:X x X — R>,, die symmetrisch ist
(d(x,y) = d(y,x)), fiir die d(x,y) = 0 genau dann gilt, wenn x = y, und die die Dreiecksunglei-
chung
d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) furallex,y,ze X

erfiillt. Ein wichtiges Beispiel sind die Rdume R" mit der Metrik d(x, y) := ||x — y||, wobei ||—||
die euklidische Norm bezeichnet:

IIx|| = /%2 + - +x2, X = (Xg,...,X)" € R™.

Fiir unsere Zwecke ist dieser Begriff allerdings nicht geeignet, da auf den Rdumen, die wir
betrachten werden, eine geeignete Metrik nicht existiert. Ein schwicherer/allgemeinerer Be-
griff ist der des topologischen Raumes. Die Ausgangsiiberlegung fiir dessen Definition besteht
aus den folgenden beiden Punkten:

(1) Die Frage, ob eine Abbildung stetig ist, hingt eng mit der Ausgangsfrage zusammen,
wann Punkte nahe beieinander liegen. (Denken Sie an das g-6-Kriterium fiir Stetigkeit
von Abbildungen R" — R™.)

(2) Seif :R"™ — R™ eine Abbildung. Dann gilt: f ist genau dann stetig, wenn fiir alle offenen’
Teilmengen V C R™ das Urbild f (V) eine offene Teilmenge von R" ist. Um den Begriff
der Stetigkeit zu definieren, miissen wir also nur wissen, welche Teilmengen offen sind.
Genauere Informationen iiber die Metrik sind nicht erforderlich.

Der Begriff des topologischen Raums formalisiert gewisse Mindestanforderungen an ein
System von offenen Mengen, die wesentlich allgemeinere »Rdume« zulassen als die oben
betrachteten metrischen Rédume, in denen aber noch eine (wenigstens rudimentére) geome-
trische Struktur vorhanden ist und fiir die man sinnvoll {iber stetige Abbildungen sprechen
kann.

DEFINITION 2.18. Ein topologischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer Familie O
von Teilmengen von X, so dass gilt:

(@) e O, X €0,
(b) Ist I eine Menge und sind U; € O,i € I,sogilt | J;.; U; € O.

(c) Ist I eine endliche Menge und sind U; € O,i € I,so gilt (.., U; € O.

icl

Wir nennen eine Teilmenge U C X offen, wenn U € O ist. =

Die Familie O wird auch als eine Topologie auf X bezeichnet. Ist X eine Menge und sind O,
O’ Topologien auf X, so nennen wir O feiner als O’ (und dementsprechend O’ gréber als
O),wenn O" C O.In der Regel sprechen wir einfach von dem topologischen Raum X und
erwihnen die Familie O nicht eigens.

DEFINITION 2.19. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge Z C X heif3t abgeschlossen,
wenn ihr Komplement X \ Z offen in X ist. =

DEFINITION 2.20. Seien X, Y topologische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y heifit stetig,
wenn fiir alle offenen Teilmengen V C Y das Urbild f (V) offen in X ist. =

'Wir nennen V C R™ offen, wenn fiir allex € V ein ¢ > 0 existiert, so dass der offene Ball um x mit Radius ¢
ganz in V liegt.
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Aquivalent kann man die Stetigkeit von f : X — Y dadurch charakterisieren, dass das Urbild
jeder abgeschlossenen Teilmenge von Y eine abgeschlossene Teilmenge von X ist.

BEMERKUNG 2.21. Genau wie man zwischen Vektorriumen normalerweise nur lineare Ab-
bildungen (mit anderen Worten: Vektorraumhomomorphismen) betrachtet, betrachtet man
zwischen topologischen Rdumen typischerweise nur stetige Abbildungen. In der Sprache
der Kategorien (Abschnitt 3.1) sind stetige Abbildungen die Morphismen in der Kategorie der
topologischen Rdume. Eine stetige Abbildung X — Y zwischen topologischen Rdumen, die
eine stetige Umkehrabbildung besitzt, nennt man einen Homéomorphismus. Im Sinne von
Definition 3.3 konnen wir also sagen: Ein Homdomorphismus ist ein Isomorphismus in der
Kategorie der topologischen Rdume. Ein Homdomorphismus ist, weil er eine Umkehrab-
bildung besitzt, notwendigerweise bijektiv. Aber nicht jede bijektive Abbildung zwischen
topologischen Réumen ist ein Homdomorphismus! (Uberlegen Sie sich ein Beispiel ..., even-
tuell lohnt es sich, vorher noch Beispiel 2.22 anzuschauen.) O

BEISPIEL 2.22. (1) Sei X ein metrischer Raum, zum Beispiel X = R mit der euklidischen
Metrik. Mit der obigen Definition offener Mengen wird X zu einem topologischen Raum.
Die stetigen Abbildungen metrischer Rdume im »iiblichen« Sinne sind dann genau die
stetigen Abbildungen im Sinne der vorherigen Definition.

(2) Sei X eine Menge. Die diskrete Topologie ist die Topologie, in der alle Teilmengen von X
offen sind.

(3) SeiX eine Menge. Die chaotische Topologie (oder Klumpentopologie) ist die Topologie, in der
() und X die einzigen offenen Teilmengen von X sind.

O

DEFINITION 2.23. (I) Ein topologischer Raum X heif3t quasi-kompakt (oder iiberdeckungskom-
pakt), wenn fiir jede Familie U;, i € I, von offenen Teilmengen von X mit X = ( J;; U; gilt:
Es gibt eine endliche Teilmenge I' C I'mit X =  J;. U;.

(2) Ein topologischer Raum X heifst Hausdorffsch, wenn fiir alle x,y € X mitx # y offene
Teilmengen U, V C X existieren mitx € U,y € V,UNV = (.

Jeder metrische Raum ist Hausdorffsch. Eine Teilmenge Z C R" ist genau dann iiberde-
ckungskompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist.

DEFINITION 2.24. Sei X ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge. Die Teilraumto-
pologie auf Y (oder auch die induzierte Topologie) ist die Topologie fiir die die offenen Mengen
in Y genau die Mengen der Form U N Y mit U C X offen sind. =

DEFINITION 2.25. SeiX ein topologischer Raum und seiZ C X eine Teilmenge. Der Abschluss
Zvon Z in X ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die Z enthilt, mit anderen
Worten der Durchschnitt aller abgeschlossenen Teilmengen von X, die Z enthalten. .

BEISPIEL 2.26. (I) Sei X ein topologischer Raum und sei Z eine Teilmenge von X. Genau
dann ist Z eine abgeschlossene Teilmenge von X, wenn Z = Z gilt.

(2) Der Abschluss des offenen Intervalls (a,b) in R (a < b) ist das abgeschlossene Intervall
[a, b]. Der Abschluss von Q in R ist R.

O
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Literatur zum Thema topologische Ridume: Es gibt viele Biicher iiber (elementare) Topo-
logie und Sie konnten das erste Kapitel in

K. Janich, Topologie, Springer, 8. Aufl., 2005.

https://doi.org/10.1007/b138142

anschauen. Aber fiir die Vorlesung Algebra 2 ist das schon {ibertrieben -- uns reichen
erstmal die einfachsten Grundlagen. Wenn Sie zusitzlich zum Skript eine weitere
Quelle hinzuziehen mdchten, wiirde ich daher eines der géngigen Analysis-Biicher
empfehlen, zum Beispiel

O. Forster, Analysis 2, Vieweg+Teubner, 9. Aufl., 2010.
https://doi.org/10.1007/978-3-8348-8103-8

Kapitel I §1.

H. Heuser, Lehrbuch der Analysis Teil 2, Springer, 14. Aufl., 2008.
Kapitel XIX.

2.3. Primideale und maximale Ideale

DEFINITION 2.27. SeiR ein Ring.

(1) EinIdeal p C R heifit Primideal, falls p # R und fiir allex,y € R mitxy € p gilt: x € p oder
yeEPp.

(2) EinIdeal m C R heif’t maximales Ideal, falls m # R, und fiir alle Idealem’ # R mitm C m’
gilt: m = m’.

BEMERKUNG 2.28. (1) Sei R ein Ring. Das Nullideal ist genau dann ein Primideal von R,
wenn R ein Integritatsring ist. Das ist leicht zu beweisen, folgt aber auch aus dem néchs-
ten Satz.

(2) SeiR ein Integritdtsring. Ein Hauptideal o # (a) C R ist genau dann ein Primideal, wenn
a ein Primelement ist. (Aber in aller Regel gibt es auch Primideale, die keine Hauptideale
sind.)

0
SATZ 2.29. Sei R ein Ring, a C R ein Ideal.
(1) Das Ideal a ist genau dann ein Primideal, wenn R /a ein Integritdtsring ist.
(2) Das Ideal a ist genau dann ein maximales Ideal, wenn R /a ein Korper ist.
Insbesondere gilt: Jedes maximale Ideal ist ein Primideal.
BEWEIS. Siehe Lemma ALG.3.17, Lemma ALG.3.19. O

SATZ 2.30. SeiR ein Ring, a ein Ideal von R, a # R. Dann besitzt R ein maximales Ideal m mit a C m.
Insbesondere besitzt jeder Ring R # O ein maximales Ideal.

BEWwWEIs. Siehe Satz ALG.3.22. O

SATzZ 2.31. Die Bijektionen in Satz 2.17 erhalten die Eigenschaften Primideal und maximales Ideal.


https://doi.org/10.1007/b138142
https://doi.org/10.1007/978-3-8348-8103-8
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BEWEISs. Wirschreiben7:R — R/a fiir die kanonische Projektion. Fiir ein Ideal b C R
giltdannR /b = (R/a)/m(b),denn die Verkettung R — R/a — (R/a) /m(b) ist surjektiv mit
Kern b. Deshalb folgt die Behauptung aus Satz 2.29. (Es geht natiirlich auch leicht direkt; und
fur die Eigenschaft maximales Ideal ist die Behauptung insofern direkt klar, als die genannte
Bijektion zwischen Idealen in R und R/a inklusionserhaltend ist. O

BEISPIEL 2.32. SeiR ein Hauptidealring. Dann ist R faktoriell (Abschnitt ALG.3.4). Fiir ein
Ideal (a) # osind dquivalent:

(i) Das Elementa € Rist irreduzibel.
(ii) Das Ideal (a) ist ein Primideal.

(iii) Das Ideal (a) ist ein maximales Ideal.

Wenn R kein Korper ist, dann ist das einzige nicht-maximale Primideal das Nullideal. Siehe
Satz ALG.3.20. O

2.4. Das Primspektrum eines Rings

In diesem Abschnitt definieren wir (eine erste Version) des (Prim-)Spektrums eines Rings. Die
grundlegende Idee ist, jedem Ring ein »geometrisches Objekt« Spec(R) zuzuordnen, derart
dass man die Elemente des Ringes als Funktionen auf Spec(R) betrachten kann (auch wenn
wir das nur mit Abstrichen werden verwirklichen kdnnen, ist es gut, diese Vorstellung als
Motivation mitzunehmen). Es ist dann moglich, mit Methoden der (kommutativen) Algebra
»geometrische« Eigenschaften von Rdumen der Form Spec(R) zu beweisen und andersherum
mit geometrischen Methoden Eigenschaften von Ringen zu beweisen. In der Vorlesung iiber
kommutative Algebra werden wir das Spektrum als topologischen Raum definieren. In
der algebraischen Geometrie wird dann darauf aufbauend das Spektrum mit der Struktur
eines »lokal geringten Raums« versehen, was es insbesondere ermdglicht, Spektren von
Ringen zu geometrischen Objekten zu »verkleben«, die nur lokal wie das Spektrum eines
Rings »aussehen« (dies sollte man vergleichen mit dem Begriff einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit, die lokal aussieht wir eine offene Teilmenge von R").

Um die Interpretation der Elemente eines Rings als Funktionen auf einem Raum zu moti-
vieren, betrachten wir die folgenden beiden Beispiele.

BEISPIEL 2.33. SeiX ein topologischer Raum und sei R der Ring der stetigen Funktionen
X — R. (Die Ringstruktur ist wie {iblich durch Addition und Multiplikation der Abbil-
dungswerte gegeben. Null- und Einselement sind die konstanten Funktionen mit Wert o
beziehungsweise I.)

Seix € X. Dann ist die Auswertungsabbildung ®,:R — R, f — f(x), ein Ringhomomorphis-
mus. Weil konstante Abbildungen stetig sind, ist ®, surjektiv. Schreiben wir

my := Ker(®,) = {f € R; f(x) = 0},

so erhalten wir einen Isomorphismus R / m, = R. Insbesondere ist m, ein maximales Ideal
in R.

(Analog kann man zum Beispiel den Ring der differenzierbaren Funktionen U — R fiir eine
offene Teilmenge U C R" betrachten.) O

BEISPIEL 2.34. Seinun R der Ring der Polynomfunktionen C — C. Dann ist R isomorph zum
Polynomring C[X] (indem wir einem Polynom f € C[X] die Funktion x — f(x) zuordnen).
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Der Ring R = C[X] ist ein Hauptidealring, die maximalen Ideale in R sind die Ideale (f) fiir
irreduzible Polynome f. Weil C algebraisch abgeschlossen ist, sind nur lineare Polynome
irreduzibel. Die Abbildung

x — my = (X -x)

ist also eine Bijektion zwischen C und der Menge der maximalen Ideale in C[X]. O

Das vorherige Beispiel legt nahe, als »geometrisches Objekt«, das wir einem Ring R zuord-
nen, die Menge der maximalen Ideale von R zu verwenden (die »geometrische Struktur«
bliebe noch zu diskutieren). Wahrend das fiir eine wichtige Klasse von Ringen eine verniinf-
tige Definition wire, ist das im Allgemeinen nicht der beste Ansatz. Einer der Griinde ist,
dass wir eine »funktorielle« Konstruktion suchen sollten. Das bedeutet, dass wir jedem Ring-
homomorphismus ¢: R — S eine stetige Abbildung Spec(S) — Spec(R) der zugehérigen
topologischen Rdume zuordnen wollen. Der einzige verniinftige Kandidat dafiir wire es,
einem maximalen Ideal m C S das Urbild ¢p™"(m) zuzuordnen. Im allgemeinen ist aber das
Urbild eines maximalen Ideals unter einem Ringhomomorphismus (zwar ein Ideal, aber)
kein maximales Ideal. (Uberlegen Sie sich ein Beispiel!) Dies ist also keine sinnvolle Defi-
nition. Andererseits sind Urbilder von Primidealen unter Ringhomomorphismen wieder
Primideale (siehe unten).

DEFINITION 2.35. Sei R ein Ring. Wir bezeichnen mit Spec R die Menge der Primideale
in R und nennen Spec R das Spektrum oder Primspektrum von R. Wir bezeichnen mit Spm R
die Menge aller maximalen Ideale von R und nennen Spm R das Maximalspektrum von R.
Offenbar ist Spm R C SpecR. =

Als nichstes wollen wir die Menge Spec(R) mit der Struktur eines topologischen Raums
versehen. Die Idee hierfiir ist die folgende: Wir hatten als Motivation das Ziel angegeben,
Elemente von R als »stetige Funktionen« auf Spec(R) betrachten. Die Nullstellenmenge
einer stetigen Funktion sollte sicher abgeschlossen sein. Weil der Durchschnitt von abge-
schlossenen Teilmengen wieder abgeschlossen sein muss, muss dann auch die gemeinsame
Nullstellenmenge einer Teilmenge von R (verstanden als Funktionen) abgeschlossen sein. In
den obigen Beispielen ist f(x) = o dquivalent zu f € m,.

Ist A C R eine Teilmenge, so setzen wir
V(A) := {p € SpecR; A C p}.

Wir stellen uns V(A) als die gemeinsame Nullstellenmenge aller Elemente von A vor (natiir-
lich ist dies nur eine Motivation, weil wir nicht gesagt haben, wie wir die Elemente von R als
Funktionen betrachten konnen und was es bedeuten soll, dass eine Funktion einem Punkt
von Spec(R) den Wert o habe). Ist a das von A erzeugte Ideal, dann gilt offenbar V(a) = V(A).
Wir werden daher die Konstruktion V(-) in der Regel nur auf Ideale anwenden.

LEMMA 2.36. Sei R ein Ring.

(1) V((0)) = SpecR, V((1)) = 0.
(2) Sind a;,i € I, Ideale von R, so gilt

O V() =V (Z ai> :

(3) Sind a, b Ideale von R, so gilt
V(a)UV(b) =V(anb).
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BEWEIs. Die Teile (1) und (2) sind einfach zu zeigen. Weil die Zuordnung a — V(a)
offensichtlich inklusionsumkehrend ist, ist auch C in Teil (3) klar. Fiir die andere Inklusion
dort betrachten wir ein Primideal p mit a N b C p. Wenn p nicht in V(a) liegt, dann existiert
s €a\p.Istdannb € b,sofolgtsh € anb C p,alsob € p. Folglich gilt in diesem Fall
p e V(b). O

SATzZ 2.37. Die Mengen V (a) fiir alle Ideale a C R bilden die abgeschlossenen Mengen einer Topologie
auf Spec R, der sogenannten Zariski-Topologie.

BEwEIS. Das folgt unmittelbar aus dem Lemma. O

Analog versehen wir das Maximalspektrum Spm(R) mit der induzierten Topologie (Defi-
nition 2.24) beziiglich der Inklusion Spm(R) C Spec(R), und sprechen auch hier von der
Zariski-Topologie. Benannt ist diese nach Oscar Zariski® (1899 -- 1986).

BEISPIEL 2.38. (1) Sei R = K ein K6rper. Dann besteht Spec K aus nur einem Punkt. Alle
Teilmengen sind offen und abgeschlossen.

(2) Das Spektrum des Nullrings ist die leere Menge (genauer: der leere topologische Raum),
und der Nullring ist der einzige Ring, dessen Spektrum leer ist, denn jeder Ring # o
besitzt ein maximales Ideal, also insbesondere ein Primideal.

(3) Sei R ein Hauptidealring. Ubung. Beschreiben Sie den topologischen Raum Spec(R). Be-
trachten Sie speziell auch die Fille Spec Z und (fiir einen Korper K) Spec K[X].

O

SATZ 2.39. Seip: R — Sein Ringhomomorphismus. Dann ist
¢”: SpecS — SpecR, q— ¢ (q),
eine stetige Abbildung.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, dass Urbilder abgeschlossener Teilmengen wieder abge-
schlossen sind. Sei a C R ein Ideal. Wir zeigen die folgende genauere Behauptung, aus der
insbesondere folgt, dass (¢*)™"(V(a)) eine abgeschlossene Teilmenge von Spec S ist.

Behauptung. Es ist (¢*)™"(V(a)) = V(¢(a)S), wobei ¢(a)S das von ¢(a) in S erzeugte Ideal
bezeichne.

Begriindung. Es gilt

q€ (9" (V(a)) & @7 (a) € V(a) & a S ¢7(q) & ¢(a) C g g€ V(p(a) = V(d(a)s).
O

Die Konstruktion, einem Ringhomomorphismus ¢ die Abbildung ¢* zwischen den Spektren
zuzuordnen, ist vertraglich mit Verkettung (in dem Sinne, dass (i o $)? = ¢* o ¢p* gilt) und
ordnet der Identitatsabbildung R — R die Identitatsabbildung Spec(R) — Spec(R) zu. (Mit
der Sprechweise aus Kapitel 3 sagen wir: Diese Konstruktion ist »funktoriell«, oder genauer,
einem Ring sein Spektrum und einem Ringhomomorphismus die assoziierte Abbildung
zwischen den Spektren zuzuordnen, ist ein kontravarianter Funktor (Definition 3.7) von der
Kategorie der Ringe in die Kategorie der topologischen Rdume. Siehe Abschnitt 3.1.4.)

2https://de.wikipedia.org/wiki/Oscar_Zariski
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BEMERKUNG 2.40. Die offenen Teilmengen der Form D(f) := Spec R\ V(f) heiflen ausgezeich-
nete offene Teilmengen. Sie bilden eine Basis der Topologie, d.h. dass jede offene Teilmenge von
Spec R eine Vereinigung von Teilmengen dieser Form ist. Aufierdem sind endliche Durch-
schnitte von ausgezeichneten offenen Teilmengen wieder ausgezeichnete offene Teilmengen.
Es gilt ndmlich

SpecR\V(a) = | JD(f)  und D(f) N D(g) = D(fy).
fé€a
O

BEISPIEL 2.41. (1) Die Elemente von Spec(C[X]) sind einerseits das Nullideal (0) und an-
dererseits die maximalen Ideale (X - a),a € C.

(2) Die Elemente von Spec(R[X]) sind einerseits das Nullideal (0) und andererseits die
maximalen Ideale. Die maximalen Ideale sind die von irreduziblen Polynomen erzeugten
Ideale (f). Es gilt deg(f) < 2 und nach Skalierung kénnen wir f als normiert annehmen.
Im Fall deg(f) = 1 hat f also die Form f = (X — a), a € R. Im Fall deg(f) = 2 gilt
f=(X-a)(X-a)fireina € C\R (das bis auf Ubergang zum komplex Konjugierten
eindeutig bestimmt ist).

(3) Die Inklusion R[X]| C C[X]induziert (wenn wir sie als injektiven Ringhomomorphismus
betrachten) die folgende Abbildung auf den Spektren: Das Nullideal wird auf das Null-
ideal abgebildet. Fiir @ € R wird das maximale Ideal (X — ) C C[X] abgebildet auf das
maximale Ideal (X — a) C R[X]. Fira € C\ R wird das maximale Ideal (X - a) C C[X]
abgebildet auf das maximale Ideal ((X - a)(X -@)) C R[X].

O

Literatur zum Thema Spektrum eines Rings:
[AM] Ch. 1, Exercises 15--28. [GW](2.1) -- (2.4).

2.5. Lokale Ringe, Lokalisierung

Wir besprechen nun eine wichtige Konstruktion, um aus einem Ring weitere Ringe zu
konstruieren, die sogenannte Lokalisierung. Es handelt sich dabei um eine Verallgemeinerung
der Konstruktion des Quotientenkorpers eines Integritdtsrings. Einerseits wollen wir Ringe
von Briichen betrachten, wo nicht alle Elemente # o als Nenner zugelassen sind. Zum
Beispiel ist die Teilmenge
Z(z) = {%, abez, Zj(b}

ein Unterring von Q. Andererseits wollen wir die Konstruktion auf Ringe verallgemeinern,
die keine Integritédtsringe sind.

DEFINITION 2.42. SeiR ein Ring. Eine Teilmenge S C R heif3t multiplikative Teilmenge (oder
multiplikatives System), falls 1 € Sund fiir s,s" € S stets ss” € S gilt. -

Sei R ein Ring und S C R eine multiplikative Teilmenge. Die auf der Menge R x S durch
(r,s) ~(r',s") <= JteS:t(rs'-r's)=0

definierte Relation ist eine Aquivalenzrelation. Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse von
(r,s) mit £, und die Menge der Aquivalenzklassen mit S'R.
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Esist leicht nachzurechnen, dass es sich hier tatsichlich um eine Aquivalenzrelation handelt
(der nicht-triviale Teil ist die Transitivitit), allerdings benotigt man die Flexibilitit, ein
beliebiges Element ¢t € S wihlen zu diirfen. Wenn die Menge S keine Nullteiler enthilt,
dann spielt das Element t oben natiirlich keine Rolle und man kann die Aquivalenzrelation
in diesem Spezialfall auch durch (r,s) ~ (r',s’) < rs’ = r's definieren. Das ist natiirlich
insbesondere dann der Fall, wenn R ein Integritdtsring ist und o nicht in S liegt.

Mit den (wohldefinierten!) Verkniipfungen

I I’ ! ! I’
r r rs +rs r r rr
*+*,:= P und7-7:= P

N N sS N SS

7]

wird §'R zu einem kommutativen Ring mit Nullelement 2 und Einselement ;. Die Abbildung
t:R — S7'R,r — T ist ein Ringhomomorphismus, und es gilt 7(S) C (S'R)*. Achtung: Im
allgemeinen ist die Abbildung t nicht injektiv!

Der Ring S™'R zusammen mit dem Homomorphismus r heif3t die Lokalisierung von R nach S.
(Fiir eine Begriindung des Terms Lokalisierung siehe Bemerkung 2.48.

SATZ 2.43(Universelle Eigenschaft der Lokalisierung). Mitden obigen Notationen gilt: Ist¢p: R —
R’ ein Ringhomomorphismus, so faktorisiert ¢ iiber 1 : R — S™'R genau dann, wenn ¢(S) C (R")*. In
diesem Fall ist die Abbildung  : S"'R — R’ mit ¢ = o 1 eindeutig bestimmt.

BEwEIS. Unter jedem Ringhomomorphismus werden Einheiten auf Einheiten abgebil-
det. Weil 7(S) C (S7'R)* gilt, kann ¢ wie im Satz also hochstens dann iiber 7 faktorisieren,
wenn ¢(S) C (R')* gilt. Ist das andererseits der Fall, dann kénnen wir ¢ definieren durch
P(5) = d(s)'@(a) (fira € R, s € S)und es ist leicht zu iiberpriifen, dass dann ) wohldefiniert
und ein Homomorphismus ist und ¢ = o r gilt sowie dass  der eindeutig bestimmte

Homomorphismus mit dieser Eigenschaft ist. O

KOROLLAR 2.44. (Funktorialitit der Lokalisierung) Insbesondere gilt: Ist f : R — R’ ein Ring-
homomorphismus und S C R eine multiplikative Teilmenge, dann ist f(S) C R’ eine multiplikative
Teilmenge von R, und f induziert einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus SR — f(S)'R/,
so dass das Diagramm

R—L g

]

SR —— f(S)'R’
kommutiert, ndmlich $ Jff((—‘;))fﬁra €ER,sc<S.

Wir schreiben in der Situation des Korollars manchmal auch S7'R’ statt f(S)'R’, wenn keine
Missverstindnisse zu befiirchten sind.

Ist R ein Integrititsring, S C R\ {0} eine multiplikative Teilmenge, so gilt { = ? genau dann,
wennrs’ = r's ist. Fiir einen Integritétsring R erhilt man fiir S = R\ {o} als Lokalisierung
S7'R gerade den Quotientenkérper Quot(R) von R, siehe Abschnitt LA2.15.5.

Ist Rein Ring, f € R,soistS := {1,f,f?,... } eine multiplikative Teilmenge; in diesem Fall
schreibt man Ry := S7'R. Ist R ein Ring und p C R ein Primideal, soistS := R\ p eine
multiplikative Teilmenge; in diesem Fall schreibt man R;, := S”'R.

BEMERKUNG 2.45. SeiR ein Ring, S eine multiplikative Teilmenge. Genau dann gilt S'R = o,
wenn O € S. Insbesondere ist fiir f € R die Lokalisierung Ry genau dann der Nullring, wenn
f nilpotent ist. O
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Als nichstes wollen wir die Menge der Primideale, also das Spektrum einer Lokalisierung
untersuchen. Dazu ist das folgende Lemma niitzlich.

LEMMA 2.46. Seien R ein Ringund S C R eine multiplikative Teilmenge. Sei a C R ein Ideal und sei
aS™'R das von t(a) in S™'R erzeugte Ideal. Dann gilt

aS’IRz{E;xea,SGS}.
s

BEWEIS. Es ist klar, dass 7(a) in der rechten Seite enthalten ist, und dass die rechte
Seite in aS'R liegt. Daher geniigt es zu zeigen, dass die rechte Seite ein Ideal ist. Das folgt
unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften von a und den Rechenregeln in der
Lokalisierung S'R. O

SATZ 2.47. Sei R ein Ring, S C R eine multiplikative Teilmenge und r: R — S™'R die kanonische
Abbildung in die Lokalisierung. Dann induziert die Abbildung t* eine Bijektion

SpecS'R — {p € SpecR; pNS=0}, q—17(q).
Die Umkehrabbildung bildet p ab auf das von t(p) in SR erzeugte Ideal (das wir mit pS™ R bezeichnen).

BEWEIS. Wir tiberpriifen zuerst, dass die angegebenen Vorschriften Abbildungen zwi-
schen diesen beiden Mengen liefern. Fiir ein Primideal ¢ C S7'R ist jedenfalls 77%(q) ein
Primideal von R. Wire s € r7(q) N S, dann wire die Einheit s € S'R in q und das kann nicht
sein.

Istandererseits p C R ein Primideal, das Snicht schneidet, dann ist dasvon pin S™'R erzeugte
Ideal pS'R ein Primideal. Jedenfalls hat 1 € S7'R nicht die Form  mitx € p,s € §, denn
sonst gdbe est € Smit ts = tx € SN p. Aus Lemma 2.46 folgt 1 & pS~'R. Sind x,y € Rund
s,t € Smit %Y € pST'R, also etwa (nach demselben Lemma) 2 = 2 mitz € p,u € S, dann
existiert v € S mit

vuxy = vstz € p,

und weil wegen p N S = () weder v noch u in p liegen, folgt xy € p, alsox € p odery € pund
damit ¥ € pSTRoder ¥ € pS”'R.

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass die beiden Abbildungen zueinander invers sind. Ist
q € Spec(S7'R), dann ist die Gleichheit 77" (q)S'R = q leicht zu sehen. Ist p € Spec(R) und
giltp NS = (), dann folgt ™" (pS™'R) = p leicht aus Lemma 2.46. O

Wenn man etwas genauer hinschaut (Ubung ...) kann man zeigen, dass unter der Bijektion
des Satzes die Zariski-Topologie auf Spec(S™'R) iibereinstimmt mit der Teilraumtopologie
auf dem Bild von 7%, die von der Zariski-Topologie auf Spec(R) induziert wird.

BEMERKUNG 2.48. Sei R ein Ring. Wir betrachten vermoge der Bijektion in Satz 2.47 die
Primspektren von Lokalisierungen von R als Teilmengen von Spec R. Im Spezialfall § =
{Lf,f?,... } fiir ein Element f € R erhalten wir eine Identifikation D(f) = Spec(Ry), wobei
D(f) die durch f gegebene ausgezeichnete offene Teilmenge von Spec R bezeichne, siehe
Bemerkung 2.40.

Istp C R ein Primideal, so gilt

SpecR, = ﬂ D(f) = ﬂ U.

fER, peD(f) peUCSpec(R) offen

Zur ersten Gleichheit ist nur zu beachten, dass die Primideale in Spec R, den Primidealen von
Spec R entsprechen, die in p enthalten sind, mit anderen Worten denjenigen Primidealen,
die keines der Elemente f € R\ p enthalten, und das sind genau diejenigen f, fiir die p € D(f)
gilt. Die zweite Gleichheit in der Kette folgt daraus, dass die D(f) eine Basis der Topologie
auf Spec R bilden.
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Die Lokalisierungen Ry und R, sind also algebraische Konstruktionen, die es ermdglichen,
»lokal auf dem topologischen Raum Spec(R) zu arbeiten. O

DEFINITION 2.49. Ein Ring R heif3t lokaler Ring, wenn R genau ein maximales Ideal m besitzt.
Wir bezeichnen dann den Koérper R / m als den Restklassenkdrper von R. Wir schreiben manch-
mal »Sei (R, m) ein lokaler Ring.« als Kurzform fiir »Sei R ein lokaler Ring mit maximalem
Ideal m.« Wir schreiben auch »Sei (R, m, k) ein lokaler Ring.« als Kurzform fiir: »Sei R ein
lokaler Ring mit maximalem Ideal m und Restklassenkorper k.« =

SATZ 2.50. Sei R ein Ring, m C R ein Ideal. Dann sind dquivalent:

(i) Der Ring R ist lokal mit maximalem Ideal m.
(ii) Esgilt R\ m C R*.

(iii) Das Ideal m ist maximal und fiir allex € mist1+x € R*.
Bewgkis. Ubung. O

Beispiele fiir lokale Ringe sind Kérper und die Ringe
a .
Ly = {E’ a,beZ, p{b} , p Primzahl.
Allgemeiner gilt der folgende Satz.

SATZ 2.51. Sei R ein Ringund p C R ein Primideal. Dann ist die Lokalisierung Ry, ein lokaler Ring mit
maximalem Ideal pR,,.

BEwEIs. Das folgt direkt aus der Beschreibung der Menge der Primideale der Lokalisie-
rung, Satz 2.47. Siehe auch Bemerkung 2.48. O

DEFINITION 2.52. Sei R ein Ring, p € Spec R. Dann heif3t
K(p) = Ry /PRy = Quot(R /p)

der Restklassenkérper von R in p. -

BEGRUNDUNG DER IDENTIFIKATION. Das Gleichheitszeichen hier ist so zu verste-
hen, dass die natiirlichen Abbildungen zwischen den beiden Seiten zueinander inverse
Isomorphismen sind. Die Abbildung R — R /p — Quot(R/p) hat Kern p. Weil der Wertebe-
reich ein Korper ist, werden alle Elemente aus R \ p auf Einheiten abgebildet, so dass die
Abbildung tiber einen Homomorphismus R, — Quot(R /p) faktorisiert. Dieser hat Kern pR,,
und faktorisiert daher iiber einen (injektiven) Ringhomomorphismus R, / pR, = Quot(R/p).

Man kann nun direkt zeigen, dass dieser Homomorphismus auch surjektiv ist. Alternativ
betrachte man die Abbildung R — R, — R,/ pR,,. Der Kern dieser Abbildung ist p (offenbar
liegt p im Kern, und alle Elemente ¢ p werden auf Einheiten abgebildet). Wir erhalten
daher eine Abbildung R /p — R, /pR;, die auf den Quotientenkérper Quot(R / p) fortgesetzt
werden kann. Es ist mehr oder weniger klar, dass die beiden Abbildungen zueinander invers
sind (soll heifen: Sie sollten sich das jetzt tiberlegen). O

Zujedemf € R,p € Spec R, bezeichnen wir mit f(p) das Bild von f in k(p). In dieser Weise
kann man die Elemente von f als Funktionen auf Spec R auffassen. Zum Beispielist f(p) = 0
dquivalent zu f € p. Damit kénnen wir

V(f) = {x € Spec(R); f(x) = o}
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als die »Nullstellenmenge« oder»Verschwindungsmenge« von f und allgemeiner
V(a) = {x € Spec(R); firallef € a: f(x) = o}
als den Ort, wo alle Elemente von a gleichzeitig verschwinden betrachten. Entsprechend ist
D(f) = {x € Spec(R); f(x) # o}

die (offene) Teilmenge der Punkte, wo f nicht den Wert o hat.

Literatur zum Thema Lokalisierung: [AM] Ch. 3,[M2] §4.

2.6. Radikale

DEFINITION 2.53. SeiR ein Ring. Das Ideal

Jac(R) := ﬂ m

meSpm R
heifdt das Jacobson-Radikal von R. =

BEISPIEL 2.54. (I) Jac(Z) = o.
(2) Istkein Koérper, so ist Jac(k[X]) = o.

LEMMA 2.55. Sei R ein Ring. Dann gilt
Jac(R) ={x e R; Vy € R:1+xy € R*}.

BEWEIs. Sei zunichstx € Jac(R) undy € R. Dann ist auch xy € Jac(R). Das bedeutet
aber, dass I + xy in keinem maximalen Ideal von R enthalten ist. Weil jedes echte Ideal in
einem maximalen Ideal enthalten ist, folgt (1 + xy) = R, also 1 + xy € R*. Fiir die umgekehrte
Inklusion seix € R,sodass I +xy € R* fiir alley € R gilt. Sei m C R ein maximales Ideal.
Wire x ¢ m, dann wir das Bild von x in R /m eine Einheit, es gibt also y € R, so dass xy Bild

-1in R /m hat. Das bedeutet aber 1 + xy € m, ein Widerspruch. O
DEFINITION 2.56. SeiR ein Ring. Das Ideal
Rad(R):= (]
peSpecR
heifit das (Nil-)Radikal von R. =

DEFINITION 2.57. SeiR ein Ring. Ein Element x € R heif3t nilpotent, wenn n > o existiert
mit x" = 0. Der Ring R heif3t reduziert, wenn R keine nilpotenten Elemente # o enthilt. -

Im Sinne der Interpretation von Elementen von R als Funktionen auf Spec(R) sind die Ele-
mente des Nilradikals Rad(R) genau die Elemente, die als Funktion die konstante Funktion
o ergeben. Das bedeutet, dass fiir nicht-reduzierte Ringe ein Element von R nicht durch die
zugehdrige Funktion auf Spec(R) bestimmt ist. Diese Sichtweise »funktioniert« also dann
nicht mehr richtig. Dennoch ist es niitzlich, auch nicht-reduzierte Ringe in die weiteren
Betrachtungen miteinzubeziehen.

SATZ 2.58. Sei R ein Ring. Dann gilt
Rad(R) = {x € R; x nilpotent}.
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BEWEISs. Seix € Rad(R).Dannist Spec(R,) = ()(Satz 2.47), also besitzt R, kein Primideal
und erst recht kein maximales Ideal, es handelt sich daher um den Nullring. Das bedeutet,
dass x nilpotent ist (Bemerkung 2.45). Ist andererseits x nilpotent, dann ist offensichtlich,
dass x in jedem Primideal liegt. O

SATZ 2.59. SeiR ein Ring und a ein Ideal. Dann ist

ﬂ p={x€R;,In>0:x" €a},
peV(a)

und dieses Ideal heifit das Radikal von a und wird mit \/a bezeichnet. Gilt a = +/a, so nennt man a auch
Radikalideal

BEWEIS. Wir beweisen diese Verallgemeinerung des vorherigen Satzes, indem wir sie
durch Ubergang zum Quotienten auf diesen zuriickfiihren. Die Inklusion D ist wieder klar.
Ist andererseits x € ﬂpev(a) p, dann ist die Restklasse von x im Quotienten R / a ein Element

des Nilradikals von R / a (Satz 2.17, Satz 2.31). Also ist die Restklasse von x nilpotent, und das
bedeutet genau, dass eine Potenz von x in a liegt. O

Ist R ein Ring, und a C R ein Ideal, so gilt V(a) = V(y/a). Genauer gilt:

SATZ 2.60. Sei R ein Ring. Die Abbildungen V, die einem Ideal a C R die Teilmenge V(a) C Spec R
zuordnet, und I, die einer Teilmenge Y C Spec R das Ideal I(Y) = "),y p zuordnet, haben die Eigen-
schaften

V(@) = va und V(I(Y))-Y,
wobei Y den Abschluss von Y beziiglich der Zariski-Topologie bezeichnet.
Wir erhalten so zueinander inverse, inklusionsumkehrende Bijektionen

{Radikalideale in R} «— {abgeschlossene Teilmengen in Spec R}.

BEWEIS. Esist klar, dass die Operationen V(-) und I(-) inklusionsumkehrend sind.
Nach den Definitionen und Satz 2.59 gilt

I(V(a))= () p=[)p=Va
peV(a) p2a
Weiterhin gilt
VI(Y)) = {p; I(Y) Cp} = {p; [ )a S b}
qeY

Es ist klar, dass diese Teilmenge von Spec(R) abgeschlossen ist und dass sie Y enthilt. Also
enthilt sie auch den Abschluss Y von Y. Wir miissen noch zeigen, dass es sich bei V(I(Y))
um die kleinste abgeschlossene Teilmenge handelt, die Y enthilt, also dass V(I(Y)) jede
abgeschlossene Teilmenge enthilt, die Y enthilt. Die abgeschlossenen Teilmengen von
Spec(R) sind von der Form V/(b) fiir ein Ideal b C R.Gilt Y C V(b),dann folgt I(Y) D I(V(b))
und mit dem schon Gezeigten, dass

b C Vb =I(V(b)) CI(Y).
Also gilt V(I(Y)) C V(b), und das war zu zeigen.

Weil die Abbildungen a — V(a)und Y — I(Y) fiir Radikalideale und abgeschlossene
Teilmengen zueinander invers sind, folgt, dass man die Bijektion am Ende des Satzes erhalt.
O

Das folgende Lemma heif3t in der englischsprachigen Literatur das prime avoidance lemma. Es
lasst sich auch noch weiter verschirfen (es gentigt, dass alle bis auf zwei von den Idealen p;
Primideale sind).
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LEMMA 2.61. Sei R ein Ring, a ein Ideal von R, und seien p, ..., p, € Spec R mit

n
ac Upi.
=1
Dann existiert eini mit a C p;.

BEWEIS. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Im Falln > 1
geniigt es nun zu zeigen, dass a in einer Vereinigung von n - I der Ideale p; enthalten ist.
Angenommen, das wire nicht der Fall. Wir finden dann Elemente

aj € a\Upi, j=1,..,n
i#
Weil nach Voraussetzung a C [ J;., p; gilt, folgt aj € p; fiir allej. Seinuna = a;a, - - - Gpy + ay.
Es ist klar, dass a € agilt. Fiirj = 1,...,n - 1 liegt a nicht in p;, denn sonst wiére auch a, =
a-aa,---a,inp;. Es gilt aber auch a ¢ p,, denn sonst wire a;a, - - - a,; = a — a, in p,, und
weil p,, ein Primideal ist, auch eines der a;, j < n -- ein Widerspruch. 0

BEMERKUNG 2.62. Das prime avoidance lemma hat die folgende geometrische »Ubersetzungz.
Seien R ein Ring und xy, ...,x, € Spec(R).Ist U C Spec(R) eine offene Teilmenge, die xy, ..., xn
enthilt, dann existiert ein Element f € R, so dass D(f) C U gilt und dass xy, ..., x, in D(f)
liegen. (Der Fall n = 1ist die uns schon bekannte Aussage, dass die Mengen der Form D(f)
eine Basis der Topologie von Spec(R) bilden, Bemerkung 2.40.) O

Im Gegensatz zum prime avoidance lemma ist die folgende Aussage fast offensichtlich.
Versuchen Sie erstmal, selbst einen Beweis zu finden, bevor Sie den hier angegebenen lesen.

LEMMA 2.63. Sei R ein Ring, seien ay, ..., a, C R Ideale, und seip € Spec R. Wenn

n
ﬂ a; Cp,
i=1
so gibt es eini mit a; C p. Gilt in der Voraussetzung sogar Gleichheit, so gilt sogar a; = p.
BEWEIS. Wire keines der q; in p enthalten, dann gébe es Elementea; € a; \ p,i =1,...,n.

Dann wire aber das Produkt a; - - - a, in (); a;, jedoch wegen der Primidealeigenschaft nicht
in p, ein Widerspruch. Der Zusatz am Ende ist klar. O

Literatur zum Thema Radikale: [AM] Ch. 1, [M2] §1

2.7. Moduln

DEFINITION 2.64. SeiR ein Ring. Eine Menge M zusammen mit Verkniipfungen +: MxM —
M, - : R x M — M heif3t R-Modul, wenn gilt:

(a) (M, +) ist eine abelsche Gruppe,

(b)

(c)
)

(d) firallem e Mgilt:1-m = m.

furaller,s € R,m € Mgilt: (rs) -m=r-(s- m),

furaller,s € R,m,n € Mgilt: (r + s)m =rm+sm,r(m+n) = rm + rn,
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DEFINITION 2.65. SeiR ein Ring. Eine Abbildung f: M — N zwischen R-Moduln M und N
heif3t R-Modul-Homomorphismus, falls gilt:

f(m+m') =f(m)+f(m'), f(xm)=xf(m) furallem,m € M,x € R.

Ein Isomorphismus zwischen R-Moduln ist ein Homomorphismus, der einen Umkehrhomo-
morphismus besitzt. —

Fiir R-Moduln M, N trigt die Menge Homg(M, N) aller R-Modul-Homomorphismen durch
die Gruppenstruktur auf N die Struktur einer abelschen Gruppe (und sogar, induziert durch
die R-Modulstruktur auf N, die Struktur eines R-Moduls). Wie im Vektorraumfall iiberpriift
man leicht, dass jeder bijektive Homomorphismus ein Isomorphismus ist.

BEISPIEL 2.66. (I) SeiR ein Ring. Der Modul {0} heif3t der Nullmodul und wird auch einfach
mit 0 bezeichnet.

(2) Ist R ein Korper, so ist ein R-Modul nichts anderes als ein R-Vektorraum, und ein R-
Modul-Homomorphismus nichts anderes als ein R-Vektorraum-Homomorphismus.

(3) SeiR = Z der Ring der ganzen Zahlen. Ist M eine additiv geschriebene abelsche Gruppe,
dann gibt es eine eindeutig bestimmte Moglichkeit, eine Skalarmultiplikation ZxM — M
zu definieren, so dass M damit zu einem Z-Modul wird. Es muss namlich om = 0, 1m = m,
2m = (I1+1)m =1Im+Im = m+ m, usw., gelten, und (-1)m = —(1m) = -m, so dass auch die
Multiplikation mit negativen Zahlen festgelegt ist. Es ist nicht schwer zu {iberpriifen,
dass damit tatsdchlich die Modulaxiome erfiillt sind. Also ist ein Z-Modul durch seine
zugrundeliegende additive Gruppe schon eindeutig bestimmt. In diesem Sinne ist ein
Z-Modul »dasselbe« wie eine abelsche Gruppe.

(4) SeiR ein Ring. Dann ist R (mit der Ringaddition und der Ringmultiplikation als Skalar-
multiplikation) ein R-Modul.

O

BEMERKUNG 2.67. SeiR ein Ring. Ist A eine R-Algebra (via¢:R — A), soist A ein Ring, und
tragt gleichzeitig eine R-Modulstruktur, so dass die Ringaddition und die Moduladdition
tibereinstimmen, und die Ringmultiplikation und die Skalarmultiplikation vertréglich sind:
r(xy) = (rx)y = x(ry) furaller € R, x,y € A: Wir definieren nimlich die Skalarmultiplikation
durchr - x := ¢p(r)x, wobei auf der rechten Seite die Ringmultiplikation in A verwendet wird.

Ist andererseits A ein Ring, der gleichzeitig ein R-Modul ist, so dass die obigen Vertraglich-
keiten gelten, dann wird A durch ¢:R — A, r +— r - 1 zu einer R-Algebra. O

Genauer sollte man die hier definierten Algebren als assoziative kommutative Algebren mit Eins
bezeichnen. Andere Algebren kommen aber in diesem Skript nicht vor.

DEFINITION 2.68. Seien R ein Ring und M ein R-Modul. Eine Teilmenge N C M heift Unter-
modul, falls 0 € N und N abgeschlossen ist unter Addition und unter Skalarmultiplikation
mit Elementen aus R. -

BEMERKUNG 2.69. Weil (-1)n = —nistein Untermodul stets abgeschlossen unter Bildung des
additiven Inversen. Daher ist eine Teilmenge eines R-Moduls genau dann ein Untermodul,
wenn sie mit den Einschrinkungen von + und - selbst ein R-Modul ist. O

Die R-Untermoduln von R (Beispiel 2.66 (3)) sind genau die Ideale von R. Ein Z-Modul
ist »dasselbe« wie eine abelsche Gruppe; unter dieser Entsprechung entsprechen sich die
Begriffe von Modulhomomorphismus und Gruppenhomomorphismus, und die Begriffe
von Untermodul und Untergruppe.
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DEFINITION 2.70. Sei R ein Ring. Ein R-Modul M heifit frei, wenn er eine Basis besitzt,
d.h. wenn eine Familie (b;); von Elementen aus M existiert, so dass sich jedesm € M in
eindeutiger Weise als Linearkombination der b; mit Koeffizienten in R schreiben lasst.

Uber einem Kérper sind alle Moduln frei: Das ist gerade der Satz, dass jeder Vektorraum
eine Basis besitzt. Andererseits sind zum Beispiel die Z-Moduln Z/2 und Q nicht frei.

BEMERKUNG 2.71. SeiR ein Ring.

(1) Der Ring R ist als R-Modul betrachtet frei.
(2) Sei M ein R-Modul. Der Durchschnitt von Untermoduln von M ist ein Untermodul.
(3) Sind R ein Ring, M ein R-Modul und ist X C M eine Teilmenge, so ist

n
(X)g := ﬂ N:{Zaix,-;nZO,aieR,xieX}

NCM Untermodul XCN i=1

der kleinste Untermodul von M, der X enthilt. Wir nennen (X)g den von X erzeugten
Untermodul. Ist X = {xy,...,x,}, so schreiben wir (xy, ..., xp)g := (X)g. Ein Untermodul
N heif3t endlich erzeugt, wenn endlich viele Elemente x;,...,x, € N existieren mit N =
(X1yeeey Xn).

(4) Sind N, C M Untermoduln, so heifit der von | J, N, erzeugte Untermodul die Summe der
Untermoduln N, in Zeichen ) | N,.

DEFINITION 2.72. Sei R ein Ring, f: M — N ein Homomorphismus von R-Moduln. Dann
sind der Kern Ker f := f~'(0) und das Bild Im f := f (M) von f Untermoduln von M bzw. von N.
%

DEFINITION 2.73. SeiR ein Ring. Sind M, N Moduln tiber R, so ist die Menge Hompg (M, N)
aller R-Modul-Homomorphismen von M nach N ein R-Modul, indem wir Addition und
Skalarmultiplikation von Funktionen durch die Modulstruktur auf N definieren:

f+g:m— f(m)+g(m), af :m— af(m) furf,g € Homg(M,N),a € R, m € M.
_|

DEFINITION 2.74. SeiR ein Ring, und sei (M;);c; eine Familie von R-Moduln.

(1) Das kartesische Produkt [ [; M; ist mit komponentenweiser Addition und Skalarmul-
tiplikation ein R-Modul, das (direkte) Produkt der M;. Das Produkt zusammen mit den
Projektionen ;: [[; M; — M,; erfiillt die folgende universelle Eigenschaft: Fiir alle R-
Moduln T ist die Abbildung

HomR(T,HMi) — HHomR(TyMi)7 fr=(mof),

eine Bijektion.

(2) Die Teilmenge

D Mi = {(my); € [ [ Ms; m; = o fiir alle bis auf endlich viele i}
icl i
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ist ein Untermodul von [ [; M; und heif$t die direkte Summe der M;. Die direkte Summe zu-
sammen mit den Inklusionen 1;: M; — €; M; erfiillt die folgende universelle Eigenschaft:
Fiir alle R-Moduln T ist die Abbildung

HomR(@Mi,T) — HHomR(Mi,T), f=(fou),

eine Bijektion.

(3) Ist speziell M; = M fiir alle i, so schreiben wir auch M! := [[,M, MY := .M. Ist
I ={1,...n}, so schreiben wir R" := R!.

Ist die Indexmenge I in der Definition endlich, so stimmen direktes Produkt und direkte
Summe iiberein. Wie erwdhnt lassen sich direktes Produkt und direkte Summe durch uni-
verselle Eigenschaften charakterisieren, es handelt sich gerade um das Produkt und das
Koprodukt in der Kategorie der R-Moduln, siehe Definition 3.3, Abschnitt LA2.18.1.

LEMMA 2.75. Sei R ein Ring, M ein R-Modul. Der R-Modul M ist genau dann frei, wenn eine Menge I
existiert, so dass M = R, Der R-Modul M ist genau dann endlich erzeugt, wenn eine endliche Menge I
und ein surjektiver R-Modul-Homomorphismus R — M existieren.

BEWEIS. Sind I eine Menge und m; € M, i € I, dann erhalten wir den R-Modul-
Homomorphismus RO — M, (x;); — > _icrXim;. Sein Bild ist der von den m; erzeugte
Untermodul von M, sein Kern ist die Menge aller Tupel (x;);, fiir die die zugehdrige Linear-
kombination der m; den Wert o hat. Daraus folgen beide Aussagen des Lemmas. O

2.7.1. Quotient eines Moduls nach einem Untermodul. IstR ein Ring, M ein R-Modul
und N C M ein Untermodul, so ist die abelsche Gruppe M /N in natiirlicher Weise ein R-
Modul (mit r(m + N) := (rm) + N als Skalarmultiplikation), und es gilt die offensichtliche
Version des Homomorphiesatzes. Als Folgerung aus Lemma 2.75 und dem Homomorphiesatz
erhalten wir die folgende Aussage.

LEMMA 2.76. Ein R-Modul M ist genau dann endlich erzeugt, wennn > o und ein Untermodul N C R"
existieren mit M = R" / N.

2.7.2. Lokalisierung von Moduln. Ist R ein Ring, M ein R-Modul und S C R eine
multiplikative Teilmenge, so kann man analog zur Lokalisierung von Ringen einen S™'R-
Modul §7'M aller Briiche f, m € M, s € S, konstruieren. Wie im Fall von Ringen sind die
Briiche als Aquivalenzklassen von Paaren (m, s) definiert und es gilt

m_m

’

< JteS:t(sm-sm’)=o.
s

Addition und Skalarmultiplikation sind durch die iblichen Bruchrechenregeln definiert:

m m ms+m's r m rm .
SR DAL fwreRmmeM sy es.
s s ss s s ss

In Analogie zu den Schreibweisen Ry, Ry schreiben wir M, = S"Mim Fall§ = R\p,p € SpecR
und My := SM fiir S = {1,f,f*,... }.
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2.7.3. Das Lemma von Nakayama.
DEFINITION 2.77. Sind R ein Ring, a C R ein Ideal und M ein R-Modul, so sei
a-M:={(am;a € améeM)p.

Wir schreiben auch einfach aM statt a - M. Dann induziert die R-Modul-Struktur auf M / aM
in natiirlicher Weise eine R/a-Modul-Struktur. =

SATz 2.78 (Lemma von Nakayama). Sei R ein Ring, a C Jac(R) ein Ideal von R und sei M ein endlich
erzeugter R-Modul mit aM = M. Dann gilt M = o.

BEWEIS. Wir nehmen an, M sei nicht der Nullmodul und beginnen mit der folgenden

Behauptung. Es gibt einen Untermodul N C M und ein maximales Ideal m C R, so dass
M/N = R/mgilt.

Begriindung. Wir fithren Induktion nach der minimalen Anzahl n von Elementen eines Erzeu-
gendensystems von M. Wenn n = 1ist, also M durch ein einziges Element erzeugt werden
kann, dann gibt es einen surjektiven R-Modul-Homomorphismus R — M, also ist nach
dem Homomorphiesatz M = R/a fiir ein Ideal a C R, das wegen M # o ungleich R sein
muss. Also ist a in einem maximalen Ideal von R enthalten (Satz 2.30), und daraus folgt die
Behauptung, denn (R/a)/(m/a) =R /m.

Seinunn > 1und my,...,m, € M ein Erzeugendensystem. Dann ldsst sich M := M / (my)g
durch die Restklassen von my, ..., m,_; erzeugen, wir konnen also auf M die Induktionsvor-

aussetzung anwenden, und jeder Quotient von M ist isomorph zu einem Quotienten von
M.

Aus der obigen Behauptung folgt nun leicht der Satz. In der Tat, wenn aM = M gilt, dann
folgt auch aM = M fiir jeden Quotienten M von M. Aber aus a(R/m) = R /mfolgt1 € a + m,
also a Z mim Widerspruch zur Voraussetzung a C Jac(R).

Alternativer Beweis. Etwas kiirzer (aber vielleicht weniger »transparent«?) kann man so ar-
gumentieren. Sei my, ..., m, ein minimales Erzeugendensystem von M iiber R. Wir wollen
zeigen, dass n = o gilt (also, dass die leere Menge ein Erzeugendensystem ist). Sonst konnen
wir m, € M = aM schreiben als

mn:a1m1+"‘+anmn, a,eﬂ,

also
n-I
(1-a,)my = Zaimi € (my,...,My_1)R-
i=1

Aber weil a, € a C Jac(R) gilt, ist 1 - a, eine Einheit (Lemma 2.55), und es folgt m, €
(my, ..., my_;)g im Widerspruch zur Minimalitét des gewihlten Erzeugendensystems.  [J

Fiir eine weitere Moglichkeit, den Beweis zu fiihren, siehe [AM] Proposition 2.6.

KOROLLAR 2.79. Sei R ein Ring, a C Jac(R) ein Ideal von R und sei M ein endlich erzeugter R-Modul.
Ist N C M ein Untermodul mit N + aM = M, so gilt N = M.

BEWEIS. Wir wenden das Lemma von Nakayama an auf den Quotienten M := M/ N.
Mit M ist auch M endlich erzeugt und es gilt aM = M, denn jedes m € M lésst sich nach
Voraussetzung alsm = n+ m'mitn € N, m" € aM schreiben, im Quotienten gilt also
m=m' € aM. a
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KOROLLAR 2.80. Sei (R, m, k) ein lokaler Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist der
Quotient M / mM in natiirlicher Weise ein (endlich erzeugter) Vektorraum iiber dem Restklassenkérper
kvon R. Sind x;, ...,x, € M Elemente, deren Restklassen in M / mM ein Erzeugendensystem dieses
k-Vektorraums bilden, so ist x,, ..., x, ein Erzeugendensystem von M.

BEwEIs. Nach dem vorherigen Korollar geniigt es zu zeigen, dass (xi, ..., x,) g + mM = M
gilt, aber das ist klar nach Definition der x;. g

DEFINITION 2.81. SeiR ein Ring, M ein R-Modul, p € Spec R. Dann heift

die Faser von M iiber p. Dies ist ein Vektorraum iiber dem Restklassenkérper k(p). —

Wir kénnen uns also einen R-Modul als eine (sehr spezielle) »Familie von Vektorrdumen«
vorstellen -- fiir jeden Punkt aus Spec R haben wir einen Vektorraum iiber seinem Restklas-
senkorper.

SATZ 2.82. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul, und seien p C p’ Primideale von R. Dann gilt
dim, ) M(p) < dim,y M(p").

BEWEISSKIZZE. Indem wir zur Lokalisierung von R beziiglich p’ ibergehen, konnen
wir ohne Einschrinkung annehmen, dass R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal p’ ist.
(Hier muss man ein paar Sachen nachpriifen. Dass diese Schritte hier nicht aufgeschrieben
sind, ist der Grund, warum hier »Beweisskizze« steht.)

Im Fall, dass R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal p’ ist, kénnen wir eine Basis von
M(p’) tiber x(p’) liften und erhalten ein Erzeugendensystem von M, das aus dim,, M(p’)
Elementen besteht. Die Restklassen dieser Elemente liefern uns dann ein Erzeugendensys-
tem von M /pM als R / p-Modul. Daraus erhalten wir ein Erzeugendensystem von M(p) als
k(p)-Vektorraum. Daraus folgt die Behauptung. O

SATZ 2.873. Sei R ein Ring, M ein R-Modul. Betrachte die Eigenschaften
(i)

(ii

M=o

Fiirallep € SpecR gilt M, = o.
(iii) Fir allem € Spm R gilt My, = o.
(iv) Fiirallem € SpmR gilt M(m) = o.

Dann sind (i), (ii), (iii) dquivalent und implizieren (iv). Ist M endlich erzeugt iiber R, so sind alle vier
Eigenschaften dquivalent.

BEWEIS. Die Implikationen (i) = (ii) = (iii) = (iv) sind klar. Ist M endlich erzeugt, dann
folgt (iv) = (iii) aus dem Lemma von Nakayama. Es bleibt also noch (iii) = (i) zu zeigen. Sei
dazuM # o, sagenwirm € M\ {o}. Die Abbildung R — M, a — am faktorisiert iiber einen
injektiven R-Modul-Homomorphismus R/a — M fiir ein Ideal a C R. Mit anderen Worten:
Das Ideal

a={a €R;am=o0}
ist der sogenannte Annihilator von m. Sei m ein maximales Ideal von R, das a enthilt. Wire
m

T =0 € My, dann gidbe es s € R\ m mit sm = 0, ein Widerspruch. Also ist die Lokalisierung

M, nicht der Nullmodul. O

BEMERKUNG 2.84. Die Implikation (iv) = (iii) gilt (im allgemeinen) nicht, wenn man die
Voraussetzung, dass M endlich erzeugt sei, fallenlédsst. Ein Beispiel ist der Z-Modul Q / Z.
(Uberlegen Sie sich, warum....) O
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BEMERKUNG 2.85. Manchmal ist die folgende etwas allgemeinere Version des Lemmas von
Nakayama niitzlich. Sei R ein Ring, M ein endlich erzeugter R-Modul und a C R ein Ideal
mit aM = M. Dann existiert ein Element a € a, so dass am = m fiir alle m € M gilt. (Uberlegen
Sie sich, dass daraus die Version von Satz 2.78 folgt.) Die andere Implikation ist ein bisschen
aufwindiger; vielleicht als Hausaufgabe.

0
Literaturverweise zum Begriff Modul: [AM]Ch. 2, 3,[M2] §2

2.8. Tensorprodukte

Sei R ein Ring.

DEFINITION 2.86. Gegeben seien R-Moduln M und N. Ein R-Modul T zusammen mit einer
bilinearen Abbildung : M x N — T heif3t Tensorprodukt von M und N iiber R, falls fiir jeden
R-Modul P und jede bilineare Abbildungb: MxN — P genau ein R-Modulhomomorphismus
P: T — P existiert,sodasspo ff = b. -

SATZ 2.87. Seien M, N Moduln iiber R. Dann existiert ein Tensorprodukt von M und N iiber R, und es
ist eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus.

BEwEIS. Die Eindeutigkeit folgt in der tiblichen Weise aus der universellen Eigenschaft.
Fiir die Konstruktion betrachten wir den »riesigen« freien R-Modul R™*N)  dessen Stan-
dardbasis durch die Elemente e, ), (m,n) € M x N, gegeben ist.

Die Idee der folgenden Konstruktion ist die folgende: Sei M x N — R™*N) die Abbildung
(m,n) > e n)- (Diese Abbildung ist weder linear noch bilinear.) Sie hat aber die Eigenschaft,
dassjede (bilineare) Abbildung MXN — Pineinen R-Modul P iiber eine eindeutig bestimmte
lineare Abbildung RM*N) _; P faktorisiert.

Wir werden zu einem Quotienten RMN) /W von RM*N) {ibergehen, so dass die Abbildung

M x N — RMN) /W _die wir durch Verkettung mit der kanonischen Projektion erhalten,
bilinear ist, und zwar so, dass wir einen moglichst kleinen Untermodul herausteilen. Es folgt
dann leicht, dass dieser Quotient und diese bilineare Abbildung die universelle Eigenschaft
des Tensorprodukts erfiillen.

Sei W C RM*N) der Untermodul, der von allen Elementen der folgenden Form erzeugt wird:

wobei m, nbzw. a alle Elemente von M, N bzw. R durchlaufen. Sei T der Quotient (RM*N)) / W
Dann ist die Abbildung B:M x N — T, die (m,n) auf die Restklasse von e(,, ,) abbildet,
bilinear.

Seinun b:M x N — P irgendeine bilineare Abbildung. Dann faktorisiert die eindeutig
bestimmte Abbildung RMN) — P mit e(mn) > b(m,n) iiber einen Homomorphismus
¢: T — P.Dieser bildet §(m, n) ab auf b(m, n), es gilt also ¢ o B = b. Weil T von den (m, n)
erzeugt wird, ist klar, dass ¢ durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt ist. Also ist T
zusammen mit f ein Tensorprodukt von M und N tiber R. O
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Wir bezeichnen das Tensorprodukt von M und N iiber R mit M ®g N, und das Bild von
(x,y) € Mx NinM ®g N mitx ® y. Elemente der Form x ® y nennen wir Elementartensoren. In
der Regel ist nicht jedes Element von M ®g N ein Elementartensor! Nach Definition (d.h.,
weil B bilinear ist) gelten fiir Elementartensoren die folgenden Rechenregeln:

(1) (ax+ax)@y=a(x®y)+ad(x' ®y),

(2) x® (ay+ay) =a(x@y) +a'(x@y),

firx,x' € M,y,y' € N,a,a’ € R.

BEISPIEL 2.88. Ist K ein Korper und sind V, W endlich-dimensionale Vektorrdume iiber K,
so haben wir Identifikationen

HomK(V Rk W, K) = Bil(V x W, K) = HomK(V, WV),
alsoist V®@g W = Homg(V, WY)V.

Speziell kénnen wir K™ ®g K" mit My, (K) identifizieren. O

BEMERKUNG 2.89. Seien R ein Ring und seien M, N Moduln iiber R.

(1) Jedes Element von M ®g N ist eine endliche Summe von Elementen der Formx®y,x € M,
y € N.(Das folgt unmittelbar aus unserer Konstruktion. Man kann es aber auch aus der
universellen Eigenschaft folgern, vergleiche Lemma LA2.18.41.)

(2) Seien (x;); ein Erzeugendensystem von M und (y;); ein Erzeugendensystem von N. Dann
ist (x; ® y;);; ein Erzeugendensystem von M ®g N. Das folgt leicht aus den obigen Re-
chenregeln fiir Elementartensoren und dem vorherigen Punkt.

(3) Wir haben kanonische Isomorphismen R®rM — M, r@m — rmund M®N — N®M,
m@n—nQm.

(4) DasTensorprodukt ist »funktoriell« im folgenden Sinne: Sind¢p:M — M'und¢: N — N’
Modulhomomorphismen, so erhalten wir einen R-Modul-Homomorphismus
PRIPYPMRRN—->M N, men— ¢(m)Rp(n).

Diese Konstruktion ist vertraglich mit der Verkettung von Abbildungen. Achtung: Selbst
wenn ¢ und P injektiv sind, ist die Abbildung ¢ ® ¢ im allgemeinen nicht injektiv!
Dieses Phianomen werden wir spiéter (unter dem Stichwort Flachheit) noch ausfiihrlicher
untersuchen.

O
SATZ 2.90. Seien M und N Moduln iiber R. Seienx; € M,y; € N,i =1,...,n, mit
n
> xi®yi=0 inM®gN.
i=1

Dann existieren endlich erzeugte Untermoduln Mo C M, N, C N, sodassx; € Mo, y; € N, fiir allei
und so dass

n
D xi®yi=0 inMo g No.
i=1

BEWEIS. Wir benutzen an dieser Stelle noch einmal die Konstruktion des Tensorpro-
dukts. (Man kann den Satz auch aus der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts herlei-
ten, ohne die Konstruktion zu benutzen, aber mit unserem jetzigen Kenntnisstand wire das
etwas lastiger. »Spiter«, aber vielleicht nicht in dieser Vorlesung, folgt die Aussage daraus,
dass Tensorprodukte mit Kolimiten vertauschen.)
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Wir benutzen die Notation aus dem Beweis von Satz 2.87. Die Voraussetzung besagt, dass
S ! €(xy) in dem Untermodul W von RMN) liegt, also als endliche Linearkombination
mit Koeffizienten in R von Elementen des dort angegebenen Erzeugendensystems von W
ausgedriickt werden kann. In diesen endlich vielen Elementen kommen (in den Indizes)
jeweils nur endlich viele Elemente von M und von N vor. Wir konnen dann fiir M, bzw. N,
den Untermodul von M bzw. N wihlen, der von den x; (bzw. y;) und allen in der besagten Line-
arkombination auftretenden Elementen erzeugt wird. Genau dieselbe Linearkombination
liegt dann auch in dem analog gebildeten Untermodul W, C RMoxNo) fiir den RMoxNo) / W

ein Tensorprodukt von M, und N, bildet. Also liegt > i e(y, ,,) in Wo. O

BEMERKUNG 2.91. Analog zum obigen Fall kann man fiir multilineare (anstelle von bilinea-
ren) Abbildungen vorgehen. Man erhilt dann Tensorprodukte M; ®g M, ® - - - ®g M. Man
hat natiirliche Identifikationen

M®@r N®rP=(M®rN)®rP=Mag (N@gP),

und entsprechend fiir mehr als 3 Faktoren. Den zweiten und dritten Term in dieser Kette
kann man auch mit den Uberlegungen der folgenden Bemerkung identifizieren. O

BEMERKUNG 2.92. Seien A, B Ringe, sei M ein A-Modul, P ein B-Modul, und sei N ein
(A, B)-Bimodul, d.h. es sei N ein A-Modul und gleichzeitig ein B-Modul, so dass (ax)b = a(xb)
furallea € A,b € B,x € N. Wir schreiben hier die Skalarmultiplikation mit Elementen von
B als Multiplikation von rechts.

Dann ist M ®4 N ein B-Modul (»von rechts«), und N ®g P ein A-Modul (»von links«), und
(M®@sN)®@P=M®s (N®P), (man)p—ma (nxp),

ist ein Isomorphismus von (A, B)-Bimoduln, mit dem wir stets die beiden Seiten identifizie-
ren.

Hat man erst einmal gezeigt, dass es eine Abbildung gibt, die auf Elementartensoren das
oben Beschriebene tut, ist klar, dass es sich um einen Isomorphismus handelt (weil man die
Umkehrabbildung ja dann »genauso« hinschreiben kann). Um die Existenz der Abbildung
zu zeigen, fixieren wir zunéchst p € P und betrachten die Abbildung

M®AsN—->M®s (N®pP), mn—m® (n®p).

Dass es einen solchen A-Modulhomomorphismus gibt, folgt daraus, dass der Ausdruck
m ® (n ® p) bilinear in m und in n ist. Setzen wir diese Abbildungen fiir alle p € P zusammen,
so bekommen wir eine Abbildung

M®@ANXP—>M®js(N®P), (m®n,p)—ma (n®p).

Diese ist, wie gerade gesehen, linear im ersten Faktor M ©4 N. Es ist auferdem direkt ersicht-
lich, dass sie auch linear im zweiten Faktor (also in P) ist. Aus der universellen Eigenschaft
des Tensorprodukts folgt damit die Existenz einer A-linearen Abbildung der gewiinschten
Form. Man rechnet dann leicht nach, dass es sich sogar um einen Homomorphismus von
(A, B)-Bimoduln handelt, also gleichzeitig auch um einen B-Modulhomomorphismus. ¢

SATZ 2.93. Seien M, N, P Moduln iiber dem Ring R. Die natiirliche Abbildung
Hom(M ®g N, P) — Hom(M,Hom(N, P)), ¢ +— (m+— (n— ¢p(m @ n))),

ist ein Isomorphismus von R-Moduln.

BEwEIs. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch
$ = (m@n—p(m)(n)),

wobei wie iiblich die Abbildung M ®g N — P auf der rechten Seite nur auf den Element-
artensoren angegeben ist. Weil der Ausdruck (m)(n) in m und n bilinear ist, erhalten wir
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eine eindeutig bestimmte solche Abbildung auf ganz M ®g N. Man tiberpriift dann, dass die
beiden Abbildungen invers zueinander sind. O

Eine »formale« Folgerung aus diesem Satz ist, dass Tensorprodukt mit direkten Summen
vertauscht:

KOROLLAR 2.94. Seien R ein Ring, N ein R-Modul, und M;, i € I, eine Familie von R-Moduln. Dann
ist die Abbildung

(EBMi> ®QrN — @(Mi ®r N), (m;); @ n— (m; ® n);,

i€l iel

ein Isomorphismus von R-Moduln.

BEWEIS. Man kann dies »per Hand nachrechnen«, indem man eine Umkehrabbildung
angibt. Wir wollen das Ergebnis stattdessen, wie angekiindigt, aus Satz 2.93 herleiten. Dafiir
geniigt es zu zeigen, dass (D;.; M;) ®r N (zusammen mit den natiirlichen Abbildungen
;:M; ® N — (@ie[Mi) ®g N) die universelle Eigenschaft der direkten Summe erfiillt. Dazu
ist zu zeigen, dass

Homgpg <<@M,> ®gr N, P) = HHomR(Mi®N,P)

i€l i€l
fiir jeden R-Modul P gilt. (Genauer ist zu zeigen, dass die Abbildung von links nach rechts,
¢ — (¢ o 1;);, eine Bijektion ist.)

Dies folgt aus der folgenden Kette von Identifikationen.

Hompg ((@M,) ®gr N, P) = Hompg ((@M,) ,Hompg(N, P))
icl icl

= HHom(Mi,HOmR(N; P))
i
= HHom(Ml ®N;P);

1

wobei wir im ersten und letzten Schritt Satz 2.93, und im zweiten Schritt die universelle
Eigenschaft der direkten Summe angewandt haben. Es ist nicht schwierig zu iiberpriifen,
dass die Verkettung dieser Identifikationen tatsdchlich der oben beschriebenen Abbildung
entspricht. O

KOROLLAR 2.95. Sei R ein Ring und seien M, N freie Moduln tiber R. Dann ist auch das Tensorprodukt
M ®g N ein freier R-Modul. Genauer gilt: Sind (m;);c; und (n;);c; Basen von M bzw. N, dann ist die
Familie (m; ® nj);c; jcj eine Basis von M &g N.

BEWEIS. Die Wahl von Basen entspricht der Wahl von Isomorphismen M = R(D und
N = RU), Wegen der Funktorialitit des Tensorprodukts und nach dem vorherigen Korollar
gilt

M@z N =RD g RY) = R,

Wenn man diese Abbildung hinschreibt, sieht man, dass die Elemente m; ® n; auf der linken
Seite genau den Standard-Basisvektoren auf der rechten Seite entsprechen. O
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2.8.1. Basiswechsel. Sei ¢p:A — B ein Ringhomomorphismus und M ein A-Modul.
Dann wird der A-Modul B ®4 M durch die (wohldefinierte!) Skalarmultiplikation

BXx(B&sM) - B®saM, (b,b@m)— (bb') @m

zu einem B-Modul. Wir sagen, der B-Modul B ®4 M entstehe aus M durch Basiswechsel mit ¢p
(oder entlang ¢).

Der Basiswechsel hat die folgende universelle Eigenschaft: Fir alle B-Moduln N ist die
Abbildung

Hompg(B ®s M,N) — Homa(M,N), &~ (m—E&m®1)),

bijektiv mit Umkehrabbildung ¢ — (b ® m — bp(m)). (Hier wird auf der rechten Seite N als
A-Modul via ¢ aufgefasst, alsoa - n := ¢(a)n, vgl. Bemerkung 2.98.)

BEISPIEL 2.96. (1) Sei R ein Ring, S C R eine multiplikative Teilmenge, p: R — S™" der
natiirliche Homomorphismus und M ein R-Modul. Dann ist

STR@r M — SM, E@m'—> %

ein Isomorphismus von §'R-Moduln (mit Umkehrabbildung % — { ® m).

(2) SeiRein Ringund a ein Ideal. Sei¢p: R — R/a die kanonische Projektion. Dann ist
R/a @M - M/aM, Xx®@m+— xm

ein Isomorphismus von R/a-Moduln (mit Umkehrabbildung m — 1®m). Dies folgt auch
ohne explizite Rechnung daraus, dass der Quotient M / aM die universelle Eigenschaft
des Basiswechsels R/a ®g M erfiillt.

(3) SeiRein Ringundp € SpecR ein Primideal. Sei M ein R-Modul. Dann gilt

M(p) = M @k k(p).

BEISPIEL 2.97. Seien R ein Ring und p € Spec(R). Aus den obigen Rechenregeln folgt
insbesondere

(M XR N)p = Mp ®Rp Np
und
(M ®g N)(p) = M(p) @x(p) N(p).

Fir die erste Identifikation rechnet man

(M ®gN)p = (M®g N) @ Ry = M Qg Ry @r, (N @r Ry) = M g, N,.

BEMERKUNG 2.98. Ist andererseits ¢¢: A — B ein Ringhomomorphismus und M ein B-
Modul, so kann man M als A-Modul auffassen durch die Skalarmultiplikation a - m := ¢p(a)m.
Wir bezeichnen den so erhaltenen A-Modul in der Regel wieder mit M (oder manchmal,
wenn es besonders darauf ankommt, mit Mg)). O
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2.8.2. Tensorproduktvon Algebren. Seien R ein Ringund A, B Algebren iiber R. Dann
wird A ®g B mit der (wohldefinierten!) Multiplikation

(a®b)(@ D) :=aa’ @ Dbb
zu einem Ring, und vermdge des Ringhomomorphismus R -+ A ®g B,x — x ® I(= 1 ® x) zu

einer R-Algebra. Mit den Ringhomomorphismena: A -+ A®g B,a— a®1bzw.: B —
A ®g B,b — 1® bkdnnen wir A ®g B auch als A-Algebra bzw. als B-Algebra auffassen.

SATZ 2.99 (Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts von Algebren). Seien R ein Ring und
seien A, B Algebren iiber R.

Es existiert ein kommutatives Diagramm

R—2 A

Lok

B—— A®RrB

von Ringhomomorphismen, und fiir jeden Ring T zusammen mit Ringhomomorphismenf : A — T,
g: B — Tmitf o =g opexistiert ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismush : A @g B — T,
sodassf =hoa,g=hop.

Mit den obigen Notationen isth(a @ b) = f(a) - g(b).

BEWEIs. Jedenfalls muss h(a @ b) = f(a) - g(b) gelten, damitf = hoaundg = h o fsein
kann. Weil der Ausdruck f(a)g(b) bilinear in a und b ist, existiert jedenfalls ein eindeutig
bestimmter R-Modul-Homomorphismus A ®g B — T mith(a®b) = f(a) - g(b) fir allea € A,
b € B.Dassf = hoaundg = h o Bgilt, ist auf Elementartensoren klar nach Definition, und
folgt dann allgemein, weil sich jedes Element als Summe von Elementartensoren schreiben
lasst. Schliefflich zeigt man, dass h ein Ringhomomorphismus ist; wieder geniigt es (warum?)
fiir die Multiplikativitét zu tiberpriifen, dass sich h multiplikativ auf Elementartensoren
verhilt, und das ist offensichtlich. O

BEMERKUNG 2.100 (Umformulierung der universellen Eigenschaft). Seien R-Algebren A
und B gegeben. Dann sind die Abbildungena:A -+ A ®g B,a—a®1,und f:B — A ®g B,
b — 1 ® b, Homomorphismen von R-Algebren.

Fiir jede R-Algebra C und R-Algebren-Homomorphismen f:A — C,g: B — C existiert ein
eindeutig bestimmter Homomorphismus h: A ®g B — C von R-Algebren,sodasshoa = f,
hof=g.

Mit anderen Worten: Das Tensorprodukt A ®r B (zusammen mit den Abbildungen a f)
erfiillt die universelle Eigenschaft des Koprodukts in der Kategorie der R-Algebren, siehe
Definition 3.3. O

BEMERKUNG 2.101. In dieser Bemerkung sind die Gleichheitszeichen so zu verstehen, dass
behauptet wird, dass die natiirliche Abbildung zwischen den beiden Seiten ein Isomorphis-
mus ist.

(1) Ist Beine A-Algebra und ist a C A ein Ideal, so gilt (A /a) ®4 B= B/ aB.
(2) Ist Beine A-Algebraundist S C A eine multiplikative Teilmenge, so gilt S'A ®4 B = S”'B.
(3) Ist Beine A-Algebra, so gilt A[X] ®4 B = B[X].

Zum Thema Tensorprodukte siehe auch [AM]Ch. 2, [M2] App. A und fiir den (einfa-
cheren) Fall von Vektorraumen Abschnitt LA2.18.5.



KAPITEL 3
Funktoren und exakte Sequenzen

3.1. Kategorien und Funktoren

Die Idee hinter dem Begriff einer Kategorie ist es, dass es sehr oft sinnvoll ist, zu einer Art
von mathematischem Objekt (Vektorraum, Gruppe, Ring, topologischer Raum, ...) auch
festzulegen, welche Art von Abbildungen man typischerweise zwischen solchen Objekten
betrachtet (lineare Abbildungen, Gruppenhomomorphismen, Ringhomomorphismen, ste-
tige Abbildungen, ...). Die Definition ist allerdings so flexibel, dass sie auch in allgemeineren
Situationen verwendet werden kann (und sich als niitzlich erweist).

Unter einer Klasse verstehen wir eine »Zusammenfassung von mathematischen Objektenc,
also mehr oder weniger dasselbe wie eine Menge, allerdings ist der Klassenbegriff allgemei-
ner, weil (formal gesehen) Mengen nur durch die im zugrundeliegenden Axiomensystem
erlaubten Operationen gebildet werden konnen. Es gibt zum Beispiel nicht die »Menge
aller Mengenc«. Fiir Klassen bestehen diese Restriktionen nicht; man kann beispielsweise
von der Klasse aller Mengen sprechen. Um hiervon wirklich sauber sprechen zu kénnen,
miisste man natiirlich genauer die Axiome der Mengenlehre festlegen und untersuchen, die
zugrundegelegt werden sollen. Wir bleiben stattdessen bei der hier angedeuteten naiven
Sichtweise.

DEFINITION 3.1. Eine Kategorie ¢ ist gegeben durch

(1) eine Klasse Ob(%’) von Objekten
(2) fiir je zwei Objekte X, Y € Ob(%’) eine Klasse Hom¢ (X, Y) von Morphismen von X nach Y
(3) fiir je drei Objekte X, Y,Z € Ob(%’) eine Abbildung (Verkettung von Morphismen)
Homy (X,Y) x Homy(Y,Z) - Homy (X,Z), (f,9) —gof,
(4) fiir jedes Objekt X € Ob(%’) ein Element idy € Homy (X, X) (Identititsmorphismus),
so dass
(a) foidy = f,idx og = g fiir alle f, g, fiir die die Verkettung existiert,
(b) (fog)oh=fo(goh),firallef,g,h, fir die diese Verkettungen existieren.

Wir verstehen diese Definition so, dass die Mengen Hom¢ (X, Y) und Hom¢ (X', Y') disjunkt
sind,wenn X # X' oder Y # Y'ist. -

BEISPIEL 3.2. (I) Die Kategorie (Set) der Mengen: Objekte sind Mengen, Morphismen sind
Abbildungen zwischen Mengen.

(2) Die Kategorie (Group) der Gruppen: Objekte sind Gruppen, Morphismen sind Gruppen-
homomorphismen. Entsprechend: Die Kategorie (AbGroup) der abelschen Gruppen.

(3) SeiR ein Ring. Die Kategorie (R- Mod) der R-Moduln hat als Objekte die R-Moduln, als
Morphismen die R-Modul-Homomorphismen. Die Kategorie (R- Alg) der R-Algebren
hat als Objekte die R-Algebren, als Morphismen die R-Algebra-Homomorphismen.

(4) Die Kategorie der topologischen Raume: Objekte sind topologische Raume, Morphismen
sind stetige Abbildungen.

35
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(5) Sei G eine Gruppe. Wir konnen eine Kategorie ¢ definieren, die ein einziges Objekt
X hat, und so dass Hom (X,X) = G. Die Verkettung von Morphismen sei durch die
Multiplikation in G gegeben, idy sei das neutrale Element von G.

(6) Alsweiteres Beispiel betrachten wir die Kategorie %, deren Objekte alle Mengen sind,
und so dass fiir Mengen X, Y die Menge der Morphismen definiert sei als

Homy (X,Y) = {T C X x Y Teilmenge}.
Die Verkniipfung sei folgendermafien gegeben: Fiir f € Hom(X,Y),g € Hom(Y, Z) setze
gof = {(x,2) €XXZ Y€ Y: (xy) €f,(,2) € g} € Hom(X,Z).

In diesem Fall sind also die Morphismen keine Abbildungen (die noch zusétzliche Be-
dingungen erfiillen), sondern »andersartige« Objekte (in diesem Beispiel konkret alle
Relationen zwischen X und Y). Die Kategorienaxiome sind aber erfiillt, wie man leicht
nachprift. Es giltidy = {(x,x);x € X}.

O

DEFINITION 3.3 (Kategorielle Sprechweisen). Sei % eine Kategorie, X, Y, --- € Ob%.

(1) Die Elemente von Homy (X, X) heiflen Endomorphismenvon X. Man schreibt auch End (X) :=
Homy (X, X).

(2) EinElementf € Hom¢ (X, Y) heif3t Isomorphismus, falls ein Morphismus g € Hom¢ (Y, X)
existiert mit g o f = idy, f o g = idy. Dann ist g eindeutig bestimmt, und heifdt der
Umkehrmorphismus zu f.

(3) Ein Element f € Homg (X, Y) heifst Monomorphismus, falls fiir alle Z und alle g,g9" €
Hom(Z,X) mitfog=fog'gilt:g=g'.

(4) EinElementf € Homy (X, Y) heif3t Epimorphismus, falls fiir alleZund alleg,g' € Hom(Y, Z)
mitgof =g ofgilt:g=g.

(5) Ein Objekt P von ¢’ zusammen mit Abbildungenp:P — X, q: P — Y heifst Produkt von X
und Y in ¢, falls fiir alle Objekte T zusammen mit Abbildungenp’:T — X,q":T — Y ein
eindeutig bestimmter Morphismusf : T — Pin % existiert,sodassp’ = pof,q’ = gog.Das
Produkt ist, sofern es existiert, eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus.

Wir bezeichnen es mit X x Y, und bezeichnen die Abbildungen p, g als die Projektionen
auf X bzw. Y.

Entsprechend kann man das Produkt [[;_; X; definieren.

icl
T SN > [Lier Xi
X;.

(6) Ein Objekt K von ¥’ zusammen mit Abbildungenp:X — K, q:Y — K heifst Koprodukt von
XundY in¥, falls fiir alle Objekte T zusammen mit Abbildungenp':X — T,q":Y — T
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ein eindeutig bestimmter Morphismus f:K — T in ¥ existiert, so dass p’ = f o p,
q' = g o q. Das Koprodukt ist, sofern es existiert, eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen
Isomorphismus. Wir bezeichnen es mit X [ Y.

Entsprechend kann man das Koprodukt | [;.; X; definieren.

f
HIEI Vl 777777777777777 » W
V.

Objekte X, Y einer Kategorie 4" heifden isomorph, wenn ein Isomorphismus X — Y exis-
tiert. Wir schreiben dann X = Y. Fiir Morphismen, die Isomorphismen sind, schreibt man
manchmal auch — statt —.

BEMERKUNG 3.4. (1) Jeder Isomorphismus ist ein Monomorphismus und ein Epimorphis-
mus. (Aber es gibt Kategorien, in denen Morphismen existieren, die Mono- und Epimor-
phismen sind, aber keine Isomorphismen!)

(2) Der Begriff des Koprodukts entsteht aus dem des Produkts durch »Umkehren alle Pfeile«.
O

BEISPIEL 3.5. (I) Sei% die Kategorie der Mengen, der abelschen Gruppen oder allgemeiner
der Moduln {iber einem Ring R. Dann ist eine Abbildung genau dann ein Isomorphismus,
wenn sie bijektiv ist; genau dann ein Monomorphismus, wenn sie injektiv ist; genau
dann ein Epimorphismus, wenn sie surjektiv ist.

(2) Punkt (1) ist auch richtig fiir die Kategorie der Gruppen, es ist aber nicht so leicht zu
zeigen, dass jeder Epimorphismus surjektiv ist.

(3) Der Ringhomomorphismus Z — Q ist ein Epimorphismus in der Kategorie der Rin-
ge, der nicht surjektiv ist. Zugleich ist er ein Monomorphismus, also ein Mono- und
Epimorphismus, aber kein Isomorphismus.

(4) In der Kategorie der topologischen Réume gibt es Morphismen, die keine Isomorphis-
men, aber bijektive Abbildungen sind, siehe Beispiel 2.22, Bemerkung 2.21.

O

BEISPIEL 3.6. (I) In der Kategorie der Mengen existieren Produkte und Koprodukte fiir
beliebige Indexmengen. Das Produkt in der Kategorie der Mengen ist das iibliche kartesi-
sche Produkt. Das Koprodukt in der Kategorie der Mengen ist die disjunkte Vereinigung.

(2) SeiR ein Ring. In der Kategorie der R-Moduln existieren Produkte und Koprodukte fiir
beliebige Indexmengen; siehe Definition 2.74.
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(3) Sei ¢ die Kategorie der Kérper (Objekte sind alle Kérper, Morphismen sind Ringho-
momorphismen). Seien k, k" Kérper unterschiedlicher Charakteristik. Dann existieren
weder das Produkt von k und k' noch das Koprodukt von kund k' in 4 (denn es gibt keinen
Korper, der Homomorphismen sowohl nach k als auch nach k' zuldsst, und keinen Kérper
der Homomorphismen sowohl von k als auch von k' zuldsst).

(4) SeiK ein Korper. In der Kategorie der endlich-dimensionalen K-Vektorraume (Objekte
sind alle endlich-dimensionalen K-Vektorrdume, Morphismen sind lineare Abbildun-
gen) existieren Produkte fiir endliche Indexmengen, jedoch (aufier in trivialen Fillen)
nicht fiir unendliche Indexmengen.

O

3.1.1. Funktoren. Ein zentraler Begriff der Kategorientheorie ist der des Funktors. Das
istsozusagen eine Abbildung zwischen zwei Kategorien 4 und 7, die einerseits jedem Objekt
von % ein Objekt von & zuordnet, aber auch jedem Morphismus in 4" einen Morphismus in
2, so dass die »offensichtlichen« Vertriglichkeiten erfiillt sind. Es gibt zwei Versionen des
Funktorbegriffs (kovariant bzw. kontravariant), die beide niitzlich sind.

Viele Konstruktionen in der Mathematik und speziell im Bereich der Algebra sind funktoriell,
d.h. es handelt sich um Funktoren zwischen Kategorien. Eine unmittelbare Folgerung aus
der Definition eines Funktors ist, dass unter einem Funktor Isomorphismen auf Isomor-
phismen abgebildet werden. Funktorielle Konstruktionen erhalten also Isomorphismen.
Ein konkretes Beispiel: Ist K ein Kérper und sind V, W isomorphe K-Vektorrdume, dann
sind auch die Dualriume V¥ und W" isomorph.

DEFINITION 3.7. Seien ¥, 2 Kategorien. Ein (kovarianter) Funktor F : ¢ — 2 ist gegeben
durch

(1) fiir jedes X € Ob % ein Objekt F(X) € Ob 7,

(2) firjedesf € Homy (X, Y) ein Morphismus F(f) € Homgy(F(X),F(Y)),

so dass

(a) F(idy) = idpx) fiiralle X € Ob %,

(b) F(fog) = F(f) o F(g) fur alle Morphismen f, g von &, so dass die Verkettung f o g existiert.

Ein kontravarianter Funktor F : ¢ — & ist gegeben durch

(1) fiir jedes X € Ob % ein Objekt F(X) € Ob 2,

(2) firjedesf € Homy (X, Y) ein Morphismus F(f) € Homgy(F(Y), F(X)),

so dass

(a) F(idy) = idp(x) fiiralle X € Ob %,

(b) F(fog) = F(g9) o F(f) fur alle Morphismen f, g von &, so dass die Verkettung f o g existiert.
-

BEMERKUNG 13.8. Aus der Notation F: 4 — &, so wie sie in der Definition oben eingefiihrt
wurde, geht nicht hervor, ob es sich um einen kovarianten oder kontravarianten Funktor han-
delt. Wenn nichts dazugesagt wird, ist in aller Regel ein kovarianter Funktor gemeint. Wenn
man diesen Unterschied auch symbolisch ausdriicken will, kann man sich folgendermafien
behelfen.

Fiir eine Kategorie ¢ sei ¢°P die Kategorie, die dieselben Objekte wie ¢ hat, aber bei der bei
allen Morphismen »die Richtung umgekehrt wird«, also Homgop (X, Y) := Hom (Y, X) und
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entsprechend fiir die Verkettung. (Man nennt ¢°P die zu ¢ duale Kategorie oder entgegengesetzte
Kategorie, auf Englisch: opposite category.) Dann ist ein kontravarianter Funktor von ¢ nach 2
dasselbe wie ein kovarianter Funktor °P — Z. Dann kann man also verabreden, mit dem
Pfeil — immer kovariante Funktoren zu bezeichnen, und die Kontravarianz gegebenenfalls
dadurch zu notieren, dass der eigentliche »Definitionsbereich« durch seine duale Kategorie
ersetzt wird. O

BEMERKUNG 3.9. Funktoren bilden Isomorphismen auf Isomorphismen ab: Ist F ein Funk-
torund X = Y,sogilt F(X) = F(Y). O

Zu jeder Kategorie ¢ haben wir den Identitdtsfunktor id4, der jedes Objekt und jeden Mor-
phismus auf sich selbst abbildet. Zu Funktoren F: 4 — Y und G: Y — & koénnen wir in
offensichtlicher Weise die Verkettung oder Komposition G o F: ¢ — &, die auf Objekten und
auf Morphismen jeweils durch Verkettung der entsprechenden Abbildungen gegeben ist.

BEISPIEL 3.10. (1) (Vergissfunktoren) Wir haben offensichtliche Funktoren von der Kate-
gorie der Moduln iiber einem Ring R in die Kategorie der abelschen Gruppen; von der
Kategorie der abelschen Gruppen in die Kategorie der Mengen; von der Kategorie der
topologischen Rdume in die Kategorie der Mengen usw., die durch Vergessen eines Teils
der Struktur (der Skalarmultiplikation; der Addition; der Topologie usw.) gegeben sind.
Funktoren dieser Art heifien Vergissfunktoren.

(2) Sei K ein Korper. Der Funktor, der jeden K-Vektorraum auf seinen Dualraum und jede
lineare Abbildung auf ihre duale Abbildung abbildet, ist ein kontravarianter Funktor
von der Kategorie der K-Vektorrdume in sich selbst.

O

Weitere Beispiele sehen wir weiter unten in diesem Abschnitt.

DEFINITION 3.11. Sei ¢ eine Kategorie, und sei X ein Objekt von %'.

(1) Der Hom-Funktor Hom (X, -) ist der kovariante Funktor von % in die Kategorie der
Mengen, der auf Objekten durch

Y — Homy (X, Y)
und auf Morphismen durch
(f:Y - 2Z)— (Homy(X,Y) —» Homy (X,Z), g f og)
definiert ist.

(2) Der Hom-Funktor Hom (-, X) ist der kontravariante Funktor von % in die Kategorie der
Mengen, der auf Objekten durch

Y — Homy (Y, X)
und auf Morphismen durch
(f:Y - Z2)— (Homy(Z,X) — Homy (Y,X), g~ gof)
definiert ist.

(3) Ist € = (R-Mod) die Kategorie der Moduln iiber einem Ring R, so erhilt man auf diese
Weise Funktoren von (R-Mod) — (R-Mod).



40 3. FUNKTOREN UND EXAKTE SEQUENZEN

3.1.2. Lokalisierung ist ein Funktor. Seien R ein Ring und S C R eine multiplikative
Teilmenge. Wir definieren einen Funktor

F:(R-Mod) — (S'R-Mod)

durch F(M) := 7'M, und indem wir einen Homomorphismus f : M — N auf

F(f):S™M — SN, % — f(sm)

abbilden. Wir schreiben auch S7'f fiir F(f).

3.1.3. Basiswechsel ist ein Funktor. Sei R — R’ ein Ringhomomorphismus. Wir
definieren den Basiswechselfunktor

(R-Mod) — (R’-Mod)
auf Objekten durch M — R’ ®g M und auf Morphismen durch (f : M — N) — idg' ®f, mit
idg ®f :R"@rM — R'®r N, x®@m—x® f(m)

Der Lokalisierungsfunktor ist der Spezialfall dieses Funktors fiir den Ringhomomorphismus
R — S7'R.

3.1.4. Spektrum eines Rings als Funktor. Jedem Ring R sein Primspektrum Spec(R)
und jedem Ringhomomorphismus ¢p: R — S die stetige Abbildung ¢*: Spec(S) — Spec(R)
zuzuordnen (Abschnitt 3.1.4) definiert einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der
Ringe in die Kategorie der topologischen Rdume.

Weitere Literatur zum Thema Kategorien:
Erginzung LA2.18.8.1,[GW] App. A.

Ein Klassiker ist das Buch [Ma]von MacLane (das im Grunde schon viel mehr Mate-
rial enthalt als viele »working mathematicians« {iberhaupt benéotigen).

Das Buch [Br] von Brandenburg ist gut zugénglich und stellt an vielen Stellen die
Verbindung von kategoriellen Konzepten zu verschiedenen anderen Gebieten der
Mathematik her.

Eine weitere gute Einfiihrung ist T. Leinster, Basic category theory, Cambridge Univer-
sity Press, 2014.
Eine Vorversion ist frei verfiigbar unter https://arxiv.org/pdf/1612.09375. pdf.

Der Formalismus von Kategorien wird auch aufierhalb der Mathematik benutzt, um
»Strukturen zu beschreiben« bzw. »Daten zu organisieren«. Siehe zum Beispiel
Tai-Danae Bradley, What is applied category theory?,
https://arxiv.org/pdf/1809.05923.pdf

fiir einige Beispiele und weitere Referenzen.

3.2. Exakte Sequenzen

Sei R ein Ring. Eine Sequenz von R-Moduln ist eine Familie M;, i € Z, zusammen mit R-
Modul-Homomorphismen

fo fi fo

Mo

M, M,
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(analog fiir »Intervalle« in Z als Indexmengen).
Eine Sequenz heif3t ein Komplex, falls f;., o f; = o fiir alle .

Eine Sequenz heifit exakt an der Stelle i (oder bei M;), falls Im f;_; = Ker f; gilt. Sie heifst exakt,
wenn sie an allen Stellen exakt ist. Eine Sequenz, deren Indexmenge ein Intervall in 7Z ist,
heifdt exakt, wenn sie an allen Stellen exakt ist, bei denen sowohl eine Abbildung »ankommt«
als auch eine Abbildung »beginnt«.

BEISPIEL 3.12. (1) Eine Sequenz

f

o M’ M
ist genau dann exakt (bei M'), wenn f injektiv ist.
(2) Eine Sequenz
ML M 0
ist genau dann exakt (bei M"'), wenn f surjektiv ist.
O
DEFINITION 3.13. Eine exakte Sequenz der Form
o MM Mm o

heif3t kurze exakte Sequenz. Die Exaktheit ist dazu dquivalent, dass f injektiv, g surjektiv, und
dass Kerg = Im f ist. o

In der Situation der Definition induziert g einen Isomorphismus M = M /M’ (wobei wir
M’ vermoge der Injektion f als Untermodul von M auffassen). Ist andererseits N C M ein
Untermodul, so geben die Einbettung von N nach M und die kanonische Projektion auf den
Quotienten Anlass zu einer kurzen exakten Sequenz

Oo—->N—-M-—->M/N—o.
SATZ 3.14. (1) Sei
f M2 M o
eine Sequenz von R-Moduln. Dann gilt: Die Sequenz ist genau dann exakt (bei M und M"'), wenn fiir
alle R-Moduln N die Sequenz

M/

0 — Homg(M"”,N) — Homg(M,N) — Homg(M’,N)
(vergleiche Definition 3.11) exakt (an der zweiten und dritten Stelle) ist.
(2) Sei

o M’fMgM”

eine Sequenz von R-Moduln. Dann gilt: Die Sequenz ist genau dann exakt, wenn fiir alle R-Moduln
N die Sequenz

0 — Homg(N,M') — Homg(N,M) — Homg(N,M")

(vergleiche Definition 3.11) exakt ist.
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BEwEIS. Die Behauptungen sind alle nicht sehr schwer zu zeigen, und es ist sicherlich
niitzlicher und vermutlich auch einfacher, sich die Beweise selbst zu iiberlegen, als sie
nachzuarbeiten. Daher folgen hier nur einige Hinweise.

Zu zeigen, dass die Sequenzen, die durch Anwenden des Hom-Funktors entstehen, exakt
sind, ist einfach. Dass jeweils »Im C Ker« gilt, folgt unmittelbar daraus, dass der Hom-
Funktor die Nullabbildung auf die Nullabbildung abbildet, denn diese Inklusion lédsst sich
umformulieren als die Aussage, dass die Verkettung der beiden Morphismen, die an diese
Stelle aufeinanderstofien, verschwindet. Die Exaktheit bei Homg(M, N) in (1) folgt aus dem
Homomorphiesatz.

Um zu zeigen, dass die Exaktheit der »Hom-Sequenz« fiir alle N die Exaktheit der Ursprungs-
sequenz impliziert, braucht man in Teil (2) nur N = R einzusetzen. Denn fiir jeden R-Modul
M lasst sich Homg (R, M) mit M identifizieren. In Teil (1) setze man N = M" um zu sehen, dass
gof =ogeltenmuss, N = M /Im(g) um zu sehen, dass g surjektivist,und N = M /Im(f)
um zu zeigen, dass Ker(g) = Im(f) gilt. O

SATzZ 3.15 (Schlangenlemma). Sei R ein Ring und

0 MMM 0
bbb
0 N 25 N5 N o

ein kommutatives Diagramm von R-Moduln, in dem die Zeilen exakte Sequenzen sind. Dann existiert
eine exakte Sequenz

0 — Kerf' —%— Kerf —>— Kerf” —4

N'/Imf —“ N/Imf —2 N"/Imf" — o,
wobei u, v, u’, v’ die von u, v, u’, v’ induzierten Abbildungen sind.

BEWEIS. Es gilt wieder die Bemerkung zu Beginn des Beweises des vorherigen Satzes.

Der Knackpunkt ist die Konstruktion der Abbildung d (die man manchmal als Randabbildung,
englisch boundary homomorphism, bezeichnet; diese Bezeichnung kommt aus der algebra-
ischen Topologie, wir gehen hier nicht ndher darauf ein). Dafiir geht man folgendermafien
vor: Seix € Ker(f"'). Insbesondere liegt x in M", es existiert mithin y € M mit v(y) = x. Dann
gilt v'(f(y)) = f"(v(y)) = f"(x) = 0, also liegt f(y) im Bild von u’, etwas u'(z) = f(y). Wir
definieren d(x) als das Bild von z unter der kanonischen Projektion N — N’ /Im(f").

Hier sind nun einige Sachen zu iiberpriifen:

« Die Abbildung d ist wohldefiniert, d.h. d(x) hdngt nicht von der Wahl von y ab.
« Die Abbildung d ist ein R-Modul-Homomorphismus.
+ Die resultierende Sequenz von R-Moduln wie in der Aussage ist exakt.

Die Beweistechnik, sich »durch ein kommutatives Diagramm zu hangeln«, bezeichnet man
auch als Diagrammjagd, englisch diagram chase. Siehe auch die Episode https://www.youtube.
com/watch?v=etbcKWEKnvg aus dem Kinofilm It's my turn (deutsch: Ich nenn'es Liebe), in der
Jill Clayburgh, die die Mathematik-Professorin Kate Gunzinger spielt, das Schlangenlemma
beweist. O
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Fiir einen R-Modul-Homomorphismus f : M — N heifit der Quotient N / Im f auch der Kokern
von f und wird mit Coker f bezeichnet. (Dies ist tatséchlich der duale Begriff zum Begriff
des Kerns, vergleiche Definition 3.36.)

KOROLLAR 3.16 (Fiinferlemma). Wenn in der Situation des Schlangenlemmas zwei der drei Homo-
morphismenf’, f, f'' Isomorphismen sind, so auch der dritte.

Auf Englisch heifdt das Fiinferlemma five lemma.

BEWEIS. Ein R-Modul-Homomorphismus ist genau dann ein Isomorphismus, wenn
sowohl sein Kern als auch sein Kokern verschwinden. Eine Sequenz 0 —+ M — o ist genau
dann exakt bei M, wenn M = o gilt. Daher folgt die Aussage unmittelbar aus dem Schlangen-
lemma. O

Literatur:[AM] Ch. 2

3.3. Exakte Funktoren

Seien R und R’ Ringe. Fiir R-Moduln M, N trigt die Menge Homg(M, N) durch die Grup-
penstruktur auf N die Struktur einer abelschen Gruppe (und sogar, induziert durch die
R-Modulstruktur auf N, die Struktur eines R-Moduls).

DEFINITION 3.17. Ein (kovarianter) Funktor F : (R- Mod) — (R’- Mod) heif’t additiv, falls
fiir alle R-Moduln M, N die durch F gegebene Abbildung

Hompg (M, N) — Hompg (F(M), F(N))
ein Homomorphismus abelscher Gruppen ist.

Ein kontravarianter Funktor F : (R- Mod) — (R’- Mod) heifit additiv, falls fiir alle R-Moduln
M, N die durch F gegebene Abbildung

Hompg(M,N) — Hompg (F(N),F(M))

ein Homomorphismus abelscher Gruppen ist. o
BEMERKUNG 3.18. Ist F ein additiver Funktor, so gilt F(0) = o. O

DEFINITION 3.19. (1) Ein kovarianter Funktor F: (R- Mod) — (R’- Mod) heif3t linksexakt,
falls F additiv ist und falls fiir jede kurze exakte Sequenz

o—M; M, -M; —o0

die Sequenz
o0 — F(M;) — F(M,) — F(M5)
exakt ist.

(2) Ein kontravarianter Funktor F: (R- Mod) — (R’- Mod) heif3t linksexakt, falls F additiv
ist und falls fiir jede kurze exakte Sequenz

o—M; -M, -M; —o0

die Sequenz
0 — F(Ms) = F(M;) — F(M,)

exakt ist.
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(3) Ein kovarianter Funktor F: (R- Mod) — (R’- Mod) heif3t rechtsexakt, falls F additiv ist
und falls fiir jede kurze exakte Sequenz

o—M; M, +M; —o0
die Sequenz
F(M;) - F(M,;) — F(M5) — o
exakt ist. Analog: rechtsexakte kontravariante Funktoren.

(4) Ein kovarianter Funktor F: (R- Mod) — (R’- Mod) heifdt exakt, falls F additiv ist und
falls fiir jede kurze exakte Sequenz

o—+M; =M, —-M; —o0
die Sequenz
o — F(M,) = F(M;) - F(M3) — o
exakt ist, d. h. wenn F linksexakt und rechtsexakt ist. Analog: exakte kontravariante
Funktoren.
4|

BEMERKUNG 3.20. (I) SeiF einlinksexakter kovarianter Funktorundseio — M; — M, —
M- exakt. Dann ist o — F(M;) — F(M,) — F(Mj5) exakt. Analog fiir kontravariante
Funktoren.

(2) Sei F ein rechtsexakter kovarianter Funktor und sei M; - M, — Mz — o exakt. Dann
ist F(M;) — F(M,) — F(Ms) — o exakt. Analog fiir kontravariante Funktoren.

(3) SeiF ein exakter kovarianter Funktor und sei M; — M, — M; exakt. Dann ist F(M;) —
F(M,) — F(Ms) exakt. Analog fiir kontravariante Funktoren.

O

3.3.1. Der Hom-Funktor ist linksexakt. Als Teil von Satz 3.14 haben wir schon die
folgende Aussage bewiesen.

SATZ 3.21. Seien R ein Ring und N ein R-Modul. Dann sind die Funktoren Hompg (-, N) und Hom(N, -)
linksexakt. (Vergleiche Definition 3.11 und Satz 3.14).

3.3.2. Tensorprodukt ist rechtsexakt.
SATzZ 3.22. Seien R ein Ring und N ein R-Modul. Dann ist der Funktor M — M ®g N rechtsexakt.

BEWEIS. SeiM’" — M — M"” — o exakt. Um zu zeigen, dass die mit N tensorierte
Sequenz
M QR N-—->MPRN—->M'"®RN—o0
exakt ist, beniigt es nach Satz 3.14 zu zeigen, dass fiir jeden R-Modul T die Sequenz

0 — Homg(M"” ®g N,T) - Homg(M ®g N,T) — Homg(M' ®g N, T)

exakt ist. Weil wir Homg (M ®g N, T) mit Homg (M, Homg(N, T)) identifizieren konnen (und
entsprechend fiir M’ und M"', siehe Satz 2.93), folgt dies aus Satz 3.14, angewandt auf die
Ursprungssequenz (und Homg (-, Homg(N, T))).

Wir haben hier die Aussage, dass der Funktor Tensorprodukt rechtsexakt ist, im wesentli-
chen durch ein formales Argument aus Satz 2.93 erhalten. Das ist insofern die »richtige«
Sichtweise, als derselbe Beweis zeigt, dass jeder Funktor (R- Mod) — (R- Mod), der einen
»rechtsadjungierten Funktor besitzt«, rechtsexakt ist. (Satz 2.93 besagt, dass der Funktor
— ®g N als rechtsadjungierten Funktor den Funktor Hom(N, —) besitzt; wir gehen aber an
dieser Stelle auf den Begriff adjungierter Funktoren nicht weiter ein.) Alternativ kénnte man
fiir diesen Satz auch »direkter« argumentieren, zum Beispiel ist praktisch offensichtlich,
dass Tensorieren Surjektivitat erhélt. O
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3.3.3. Flache Moduln.

DEFINITION 3.23. SeiR ein Ring. Ein R-Modul M heifit flach, wenn der Funktor N — M ®g N
exakt ist. -

Weil Tensorieren stets rechtsexakt ist, ist ein R-Modul M genau dann flach, wenn fiir je-
den injektiven Homomorphismus ¢p: N — N von R-Moduln auch der Homomorphismus
idy ®¢p:M @p N' — M ®g N injektiv ist.

BEISPIEL 3.24. Sein € Z,n > 1. Dann ist der Z-Modul Z/n nicht flach. (Ubung.) O

SATZ 3.25. Ist R ein Ring und M ein freier R-Modul, so ist M flach.

BEWEIS. Esist klar, dass R als R-Modul flach ist. Der Satz folgt dann aus der Vertréag-
lichkeit von Tensorprodukten und direkten Summen (Korollar 2.94). O

Insbesondere folgt aus dem Satz: Ist K ein Korper, so ist jeder K-Vektorraum flach.

Eine R-Algebra A heif3t flach, wenn A als R-Modul flach ist.

BEISPIEL 3.26. Seik ein Korper und sei R = k[T] der Polynomring in einer Variablen T tiber
k.

(1) Die R-Algebren R[X] / (X-T)und R[X] / (X*-T) sind flach (sie sind sogar freie R-Moduln).
(2) Die R-Algebra R[X]/ (XT - 1) ist flach (aber kein freier R-Modul).

(3) Die R-Algebra R[X] / (XT) ist nicht flach.

3.3.4. Lokalisierung ist exakt.

SATZ 3.27. Seien R ein Ringund S C R eine multiplikative Teilmenge. Dann ist der Funktor M — S™'M
exakt.

BEWEIS. Diese Aussage ist leicht zu iiberpriifen. Sei dazu die Sequenz

MM Mm
exakt bei M. Dann giltg o f = 0, und da Lokalisierung vertraglich mit Verkettung ist, folgt
die analoge Aussage nach Lokalisierung. Das bedeutet Im(S7'f) C Ker(S™'g).

Seinun % € Ker(S7'g) mitm € M,s € S. Dann gilt g(s—m) = oin M", also existiertt € S
mit g(tm) = tg(m) = o. Das bedeutet tm € Ker(g) = Im(f), etwa f(m’) = tm. Aber dann ist
m_tm _ J0) ¢ Im(S7f). 0

s st st

Angesichts der Identifikation S"M = M ®g S™'R konnen wir den Satz auch so formulieren,
dass S7'R eine flache R-Algebra ist.

KOROLLAR 13.28. Sei R ein Ring, und sei S C R eine multiplikative Teilmenge.

(1) Ist N C M eine Inklusion von R-Moduln, soist SN C S""Mund S"™M /ST'N = S/ (M /N).

(2) Seif :M — N ein R-Modul-Homomorphismus und S'f : S"M — S™'N der auf den Lokalisierun-
gen induzierte Homomorphismus. Dann gilt S" Ker(f) = Ker(S7'f), S Im(f) = Im(S7'f) und
STIN/STIm(f) = SN /Im(f)).
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BEwEIs. Teil (1) ist eine direkte Konsequenz dessen, dass Lokalisierung ein exakter
Funktor ist, wie wir gerade gezeigt haben. Dasselbe gilt in Teil (2) fiir die Vertréglichkeit mit
Kern und dem Kokern N /Im(f); man betrachte die exakte Sequenz o — Ker(f) - M —
N — N/Im(f) — o.Indem wir Im(f) = Ker(N — N /Im(f)) schreiben, folgt dann auch die
Vertriaglichkeit mit der Bildung des Bilds. Vergleiche Aufgabe 48. O

SATZ 3.29. Sei R ein Ring, f : M — N ein R-Modul-Homomorphismus. Dann sind dquivalent:
(i) f=0
(ii) Fiirallep € SpecRistf ®idg, : My — N, die Nullabbildung.
(iii) Firallem € SpmRistf ® idg,, : My — N, die Nullabbildung.
BEWEIS. Dass ein R-Modul-Homomorphismus f:M — N die Nullabbildung ist, ist
dquivalent zu M / Ker(f) = 0. Damit folgt der Satz aus Korollar 3.28 und Satz 2.83. O

SATZ 3.30. Sei R ein Ring, und sei

M’fMgM”

eine Sequenz von R-Moduln. Dann sind dquivalent:

(i) Die SequenzM' — M — M" ist exakt.
(ii) Firallep € Spec R ist die Sequenz (M'), — M, — (M""),, exakt.
(iii) Fiir allem € Spm R ist die Sequenz (M), — My — (M), exakt.

BEwEIs. Da Lokalisierung exakt ist, gilt die Implikation (i) = (ii), und (ii) = (iii) ist trivi-
al, weil jedes maximale Ideal ein Primideal ist. Nun gelte (iii). Die Inklusion Im(f) C Ker(g)
ist dquivalent zu g o f = 0. Dies konnen wir nach Satz 3.29 nach Lokalisierung in maximalen
Idealen tiberpriifen. Weil Lokalisierung mit der Verkettung von Homomorphismen kompa-
tibel ist (denn es handelt sich um einen Funktor), stellt (iii) sicher, dass dies erfiillt ist. Ange-
sichts dessen ist die Gleichheit Im(f) = Ker(g) dann gleichbedeutend mit Ker(g) /Im(f) = o.
Es gilt (Ker(g) /Im(f))m = Ker(gm) /Im(fy) = Ker(g)m /Im(f)m = 0, wobei die ersten beiden
Gleichheiten gelten, weil Lokalisierung exakt ist (Korollar 3.28 (2)), und die letzte wegen der
Voraussetzung (iii). Wir schreiben hier zur Abkiirzung f;, = f ® idg,, etc. Aus Satz 2.83 folgt
damit Ker(g) /Im(f) = o. O

SATZ 3.31. Sei R ein Ring und sei M ein R-Modul. Dann sind dquivalent:

(i) Der R-Modul M ist flach.
(i) Fiiralley € Spec R ist der R,-Modul M,, flach.
(iii) Fiirallem € Spm R ist der Ry-Modul M, flach.

BEwEIS. Das folgt angesichts der Kompatibilitdt von Tensorprodukt und Lokalisierung
leicht aus dem vorherigen Satz.
Um (i) = (ii) zu zeigen, sei p ein Primideal von R. Sei N — N ein injektiver R,-Modul-
Homomorphismus. Wir benutzen M;, = R, ®g M und kénnen den Homomorphismus M, ®g,
N'" — M, ®g, N dann schreiben als
M®rN — M®N.

Weil M flach iiber R ist, ist dieser Homomorphismus injektiv. Dieses Argument zeigt allge-
meiner, dass fiir jeden flachen R-Modul M und jeden Ringhomomorphismus R — R’ der
R’-Modul R’ ®r M flach ist. Man sagt, »Flachheit sei stabil unter Basiswechsel«. O

Literatur:[AM]Ch. 2, 3
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3.4. Abelsche Kategorien *

Der Formalismus der exakten Funktoren kann noch in einem allgemeineren Rahmen stu-
diert werden, den wir hier kurz anreifen wollen.

DEFINITION 3.32. Sei % eine Kategorie.

(1) Ein initiales Objekt in € ist ein Objekt I, so dass fiir alle Objekte X in € genau ein Morphis-
mus I — X existiert.

(2) Ein terminales Objekt in ¥ ist ein Objekt T, so dass fiir alle Objekte X in ¥ genau ein
Morphismus X — T existiert.

(3) Ein Nullobjekt in ¢ ist ein Objekt, das sowohl initial als auch terminal ist.

Alle obigen Eigenschaften lassen sich als universelle Eigenschaften auffassen, so dass in-
itiale, terminale und Null-Objekte jeweils eindeutig bestimmt sind bis auf eindeutigen
Isomorphismus, sofern sie existieren. Aquivalent kénnen wir ein initiales Objekt auch als
ein »leeres Produkt« (ein Objekt, das die universelle Eigenschaft des Produkts fiir die leere
Menge als Indexmenge hat) und ein terminales Objekt als »leeres Koprodukt« definieren.

BEISPIEL 3.33. In der Kategorie der Mengen ist () initial und jede Menge mit einem einzigen
Element terminal. In der Kategorie der Ringe ist Z initial und der Nullring terminal. In
beiden Fillen existiert kein Nullobjekt. In der Kategorie der Gruppen und in der Kategorie
der abelschen Gruppen ist jeweils die triviale Gruppe ein Nullobjekt. Ist R ein Ring, so ist der
Nullmodul ein Nullobjekt in der Kategorie der R-Moduln. Die Kategorie der Korper besitzt
weder ein initiales noch ein terminales Objekt. O

DEFINITION 3.34. Eine additive Kategorie ist eine Kategorie %, in der alle Mengen Homy (X, Y)
mit der Struktur einer abelschen Gruppe (die wir additivschreiben) ausgestattet sind, so dass

die Komposition von Morphismen bilinear ist, und in der alle endlichen Produkte existieren.
_|

BEMERKUNG 3.35. Sei % eine additive Kategorie

(1) Sind X, Y Objekte in ¥ und X x Y deren Produkt, so ist X x Y zusammen mit den Ab-
bildungen X — X x Y (induziertvonid :X — X,0:X — Y)und Y — X x Y (analog)
ein Koprodukt von X und Y. Allgemeiner zeigt man, dass jedes endliche Produkt (mit
den offensichtlichen Abbildungen) gleich dem Koprodukt der entsprechenden Objek-
te ist. Insbesondere ist das leere Produkt in ¢, das nach Voraussetzung existiert, ein
Nullobjekt.

(2) Man kann zeigen, dass die Gruppenstrukturen auf den Hom¢ (X, Y) eindeutig bestimmt
sind, sofern sie existieren.

O

DEFINITION 3.36. Sei ¢ eine additive Kategorieund f: X — Y ein Morphismus in €.

(1) Ein Kernvon f ist ein Morphismus a: K — X, der die folgende universelle Eigenschaft
hat: Fiir alle Objekte T in ¢ ist die Abbildung

Homy (T,K) — {9: T — X; fog=0}, h+sraoh,
bijektiv.
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(2) Ein Kokern von f ist ein Morphismus b: Y — C, der die folgende universelle Eigenschaft
hat: Fiir alle Objekte T in ¢ ist die Abbildung

Homy (C,T) - {9:Y - C;gof =0}, h+> hob,
bijektiv.

Kerne und Kokerne sind eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus. Jeder
Kern ist ein Monomorphismus und jeder Kokern ist ein Epimorphismus. Den Kern von
f bezeichnen wir mit Ker(f), den Kokern mit Coker(f') (wobei wir hier streng genommen
natiirlich einen Kern und Kokern auswihlen miissen, aber die Wahl keine Rolle spielt, weil
zu jedem anderen Kern (bzw. Kokern) ein eindeutig bestimmter Isomorphismus existiert).

Ist ¢ die Kategorie der Moduln iiber einem Ring R, und f : X — Y ein R-Modul-Homomor-
phismus, so ist die Inklusion Ker(f) — X ein Kern im Sinne der obigen Definition (und
allgemeiner ist jeder injektive R-Modul-Homomorphismus K — X mit Bild Ker(f) ein Kern).
Entsprechend ist die kanonische Projektion Y — Y /Im(f) (und allgemeiner jeder surjektive
R-Modul-Homomorphismus Y — C mit Kern Im(f)) ein Kokern von f.

DEFINITION 3.37. Eine abelsche Kategorie ist eine additive Kategorie ¢, so dass gilt:

(a) Jeder Morphismus in ¢ besitzt einen Kern und einen Kokern.

(b) Jeder Monomorphismus ist ein Kern eines Morphismus, und jeder Epimorphismus ist
ein Kokern eines Morphismus.

Die Kategorie der abelschen Gruppen und allgemeiner die Kategorie der R-Moduln iiber ei-
nem Ring R sind abelsche Kategorien. Die Kategorie aller freien abelschen Gruppen (d.h. der-
jenigen abelschen Gruppen, die frei sind als Z-Modul) ist additiv, aber nicht abelsch.

Ist € eine abelsche Kategorie und f : X — Y ein Morphismus, so kénnen wir das Bild Im(f)
von f im kategoriellen Sinne definieren als Im(f) := Ker(Coker(f)) (und es gibt dann einen
natiirlichen Isomorphismus Im(f’) = Coker(Ker(f))).

Da Bilder und Kerne von Morphismen existieren, kann man den Begriff der exakten Sequenz
und dann auch den Begriff des exakten Funktors zwischen abelschen Kategorien definieren.
Man kann dann zum Beispiel zeigen, dass das Schlangenlemma in jeder abelschen Kategorie
richtig ist. In der Homologischen Algebra werden systematisch solche Funktoren untersucht,
die links- oder rechtsexakt sind, aber nicht exakt sind, und es werden Methoden entwickelt,
um genauer zu beschreiben, »inwiefern« ein solcher Funktor nicht exakt ist.

3.5. Morphismen von Funktoren *

Seien ¢ und Z Kategorien. Interessanterweise kann man die Klasse der Funktoren ¢ — %
selbst zu einer Kategorie machen, der Funktorkategorie Fun(%, 2), indem man den Begriff
des Morphismus von Funktoren definiert. Auch wenn das zunéchst vielleicht danach klingt,
dass der Kategorienformalismus als Selbstzweck immer weiter ausgebaut werde, ist dies ein
sehr niitzlicher Begriff, um gewisse natiirliche Kompatibilitdten zwischen verschiedenen
Arten von mathematischen Objekten auszudriicken. Darauf aufbauend definieren wir unten
(Definition 3.41) den Begriff der Aquivalenz von Kategorien. Damit kann man zum Beispiel ei-
nen grofien Teil der Theorie der endlichdimensionalen Vektorraume iiber einem Korper, wie
sie in der Vorlesung Lineare Algebra 1 entwickelt wird, als eine Aquivalenz von Kategorien
formulieren, siehe Beispiel 3.4 4.
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DEFINITION 3.38. Seien ¢ und % Kategorien. Seien F, G: ¢ — % Funktoren. Ein Morphismus
®: F — G von Funktoren ist gegeben durch Morphismen ®(X) : F(X) — G(X) (in 2) fiir alle
Objekte X von ¥, so dass fiir jeden Morphismus f : X — Y das Diagramm

Fx) 2% 6(x)

|70 |60

F(y) 2% G(v)

kommutiert. -

Die Definition bezieht sich auf kovariante Funktoren, aber indem wir kontravariante Funkto-
ren von ¢ nach 7 als kovariante Funktoren °P — 2 (Bemerkung 3.8) betrachten, erhalten
wir auch dafiir den Begriff eines Morphismus von Funktoren.

Einen Morphismus von Funktoren nennt man manchmal auch eine natiirliche Transformation.

Ein (banales) Beispiel eines Morphismus eines Funktors F ist der Identitdtsmorphismus idp,
wo fiir alle X die Abbildung idr(X) die Identitat auf F(X) ist. Es ist klar, dass wir Morphismen
von Funktoren verketten konnen, indem wir die einzelnen Abbildungen fiir jedes Objekt von
¢ verketten. Die Verkettung von Morphismen ®: F — Gund ¥: G — H bezeichnen wir mit
¥ o ®. Wir erhalten so die Kategorie Fun(%, 2) aller Funktoren von ¢ nach 2. Insbesondere
konnen wir von Isomorphismen von Funktoren sprechen. Das bedeutet konkret das Folgende.

DEFINITION 3.39. Seien % und ¥ Kategorien. Seien F,G: ¢ — % Funktoren. Ein Morphis-
mus ®: F — G heifit Isomorphismus (von Funktoren), wenn ein Morphismus ¥: G — F von
Funktoren existiert, sodass ¥ o ® = idr und ® o ¥ = idg gilt.

Wenn ein Isomorphismus F — G existiert, schreiben wir auch F = G und sagen, Fund G
seien isomorph. 4

LEMMA 3.40. Seien ¢ und & Kategorienund seien F, G : 6" — & Funktoren. Ein Morphismus ® : F —
G von Funktoren ist genau dann ein Isomorphismus, wenn fiir alle Objekte X von € die Abbildung ®(X)
ein Isomorphismus ist.

BEWEIs. Esistklar, dass fiir einen Isomorphismus @ alle Abbildungen ®(X) Isomor-
phismen sind. Gilt umgekehrt diese Bedingung, dann erhalten wir einen Umkehrmorphis-
mus ¥:G — F zu @, indem wir ¥(X) = ®(X) ™ fiir alle X € Ob(%) setzen. O

Wir kénnen nun den sehr niitzlichen Begriff einer Aquivalenz von Kategorien definieren, der
gewissermafien der »bessere« Isomorphismusbegriff fiir Kategorien ist. Man kann zwar
auch von Isomorphismen von Kategorien sprechen (siehe Bemerkung 3.45), aber dies stellt
Bedingungen, die in der Praxis fiir zwei gegebenen Kategorien nur sehr selten erfiillt sind.
Dass zwei Kategorien zueinander dquivalent sind, ist eine wesentlich schwichere Aussage,
die dementsprechend héufiger erfiillt ist, die aber immer noch sehr niitzlich ist.

DEFINITION 3.41. Seien % und 2 Kategorien. Ein Funktor F: 4 — Z heifdt eine Aquivalenz
von Kategorien, wenn ein Funktor G: 2 — % existiert, der ein Quasi-Inverses (oder: Pseudo-
Inverses) zu F ist, d.h.,dass Go F = idy und F o G = idy gilt. =

Fiir eine Abbildung f zwischen zwei Mengen wissen wir, dass f genau dann eine Umkehrab-
bildung besitzt, wenn f bijektiv, also injektiv und surjektiv ist. Der folgende Satz 3.473 liefert
eine analoge Charakterisierung fiir Aquivalenzen von Kategorien. Bevor wir ihn angeben
konnen, miissen wir die entsprechenden Eigenschaften von Funktoren definieren.
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DEFINITION 3.42. Ein Funktor f: 4 — Z heifit

(1) treu, wenn fiir alle Objekte X, Y von ¢ die von F induzierte Abbildung Hom¢ (X, Y) —
Homgy (X, Y) injektiv ist,

(2) voll, wenn fiir alle Objekte X, Y von ¢ die von F induzierte Abbildung Hom¢ (X,Y) —
Homgy (X, Y) surjektiv ist,

(3) volitreu, wenn F voll und treu ist,

(4) essenziell surjektiv, wenn fiir jedes Objekt X’ von Z ein Objekt X von ¥ existiert, so dass
F(X) = X' ist.

Weil wir in (4) nicht fordern, dass F(X) = X’ ist, sondern nur, dass diese Objekte in &
isomorph sind, spricht man nicht von surjektiven, sondern von essenziell surjektiven Funk-
toren.

SATZ 3.43. Ein Funktor F ist genau dann eine Aquivalenz von Kategorien, wenn F volltreu und essenziell
surjektiv ist.

BEWEIS. Wir lassen den Beweis hier aus. Er ist ein bisschen »hésslich«, weil die Kon-
struktion eines Quasi-Inversenvon »unnatiirlichen« Wahlen abhingt, vergleiche Beispiel 3.4 4.
Siehe [Ma]IV.4, Theorem I oder [Br] Satz 3.6.7. O

BEISPIEL 3.44. SeiK ein Korper. Sei Vectlf}n die Kategorie der endlich-dimensionalen K-
Vektorrdume, d.h. die Objekte von K sind alle K-Vektorrdume, die Morphismen sind die
K-Vektorraum-Homomorphismen.

Sei ¢ die Kategorie mit Objekten Ob(%’) = N und mit Morphismen Hom (n, m) = Myxn(K),
die Menge der (m x n)-Matrizen mit Eintrdgen in K. Fir A € Homy (n, m) = My« (K) und
B € Homy (m,l) = My, (K) definieren wir die Verkettung B o A als das Matrizenprodukt
BA € My, = Homy(n, ). Es ist klar, dass wir in dieser Weise eine Kategorie erhalten.

Sei F: ¢ — Vectil® der Funktor, der aus Objekten gegeben ist durch F(n) = K", und der einer
Matrix A € Homy (n,m) = Myxn(K) den Vektorraum Homomorphismus K" — K™, v — Av,
zuordnet.

Der Funktor F ist eine Aquivalenz von Kategorien. Das folgt aus, und ist iquivalent zu den
folgenden Tatsachen aus der linearen Algebra.

(1) (F volltreu) Es gilt Homg (K", K™) = Mpn(K).

(2) (F essenziell surjektiv) Jeder endlichdimensionale K-Vektorraum ist isomorph zu ei-
nem Standardvektorraum K". Mit anderen Worten: Jeder (endlichdimensionale) K-
Vektorraum besitzt eine Basis.

Einen zu F quasi-inversen Funktor konnen wir folgendermafien definieren. Es ist klar,
dass dieser auf Objekten durch V — dimg V gegeben sein muss. Um ihn auch auf den
Morphismenmengen zu definieren miissen wir fiir jeden endlichdimensionalen Vektorraum
eine Basis wihlen. Sind dann V und W mit Basen % und ¢ gegebenundn = dimV, m =
dim W, dann definieren wir Homg (V, W) — Mpxn(K) durch f — MZ(f).

Als weitere Konsequenzen aus dieser Aussage erhalten wir, dass K-Vektorrdume V, W genau
dann isomorph sind, wenn sie dieselbe Dimension haben. Auflerdem bekommen wir die
Beschreibung von linearen Abbildungen durch Matrizen (beziiglich fixierter Basen von
Definitions- und Wertebereich), wobei das Matrizenprodukt der Verkettung von Abbildun-
gen entspricht.
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Ein grof3er Teil der Vektorraumtheorie, wie sie zu Beginn der Vorlesung Lineare Algebra 1
entwickelt wird, l4sst sich also in der Aussage zusammenfassen, dass F eine Aquivalenz von
Kategorien ist. O

BEMERKUNG 3.45. Es gibt auch den Begriff einer Isomorphie von Kategorien. Ndmlich nennt
man Kategorien ¢ und & isomorph, wenn Funktoren F: 4 — Y und G: ¥ — .Z existieren
mit Go F = idy und F o G = idy. Dies ist aber eine sehr starke Bedingung, die »in der
Praxis« nur sehr selten erfiillt ist. Insofern ist dieser Begriff weit seltener niitzlich als der
der Aquivalenz von Kategorien. O






KAPITEL 4
Ganze und endliche Ringhomomorphismen

4.1. Definitionen, einfache Eigenschaften

Wir verallgemeinern in diesem Abschnitt den Begriff der algebraischen Kérpererweiterung,
und zwar nennen wir ein Element eines Rings ganz iiber einem Unterring, wenn es ein nor-
miertes Polynom gibt, das dieses Element als Nullstelle hat. In der folgenden Definition wird
das noch etwas allgemeiner gefasst insofern als wir nicht unbedingt iiber einen Unterring
sprechen miissen, sondern einen beliebigen (nicht notwendig injektiven) Ringhomomor-
phismus zugrundelegen kénnen. Ein wichtiger Punkt ist, dass es im Kontext allgemeiner
Ringe ein Unterschied ist, ob man fordert, dass ein Element Nullstelle eines normierten
Polynoms oder irgendeines Polynoms # o (jeweils mit Koeffizienten in einem vorgegebe-
nen Ring) ist. Zum Beispiel ist ; € Q zwar Nullstelle des Polynoms 2X - 1 € Z[X] (und
jede rationale Zahl ist Nullstelle eines geeignet gewihlten Polynoms in Z[X] \ {0}), aber
nicht Nullstelle eines normierten Polynoms in Z[X] (dies ist nicht vollig offensichtlich, folgt
aber aus dem Lemma von Gauf}). Im Kontext von Ringen fiihrt es auf den interessanteren
Begriff, nur Nullstellen von normierten Polynomen zu erlauben. (Ist R ein Integrititsring,
der Unterring eines Integritédtsrings S ist, dann ist ein Element von S genau dann Nullstelle
irgendeines Polynoms in R[X] \ {0}, wenn das Element, aufgefasst als Element des Quotien-
tenkorpers von S, algebraisch ist iiber dem Quotientenkdrper von R. Im Fall eine Erweiterung
von Integrititsringen wiirde man also auf diese Art und Weise nur den Begriff algebraisch
umformulieren.)

Wie im Fall von Korpererweiterungen, wo wir algebraische Kérpererweiterungen zusam-
men mit endlichen Erweiterungen untersucht haben, gibt es auch im Fall von Ringen einen
Zusammenhang zum Begriff endlich erzeugter Moduln. (Eine Gradformel hat man im allge-
meinen allerdings natiirlich nicht, genauso wie man fiir Moduln keinen Dimensionsbegriff
hat (jedenfalls keinen, der genauso »gut« funktioniert wie bei Vektorrdumen).)

DEFINITION 4.1. Sei¢p:A — Bein Ringhomomorphismus.

(1) Ein Element b € B heif$t ganz iiber A (beziiglich ¢), wenn ein normiertes Polynom f € A[X]
existiert mit f(b) = o.

(2) Der Homomorphismus ¢ heifit ganz, falls jedes Element b € B ganz iiber A ist.
(3) Der Homomorphismus ¢ heifdt endlich, falls B als A-Modul endlich erzeugt ist.

Oft, und insbesondere, wenn ¢ injektiv ist, was im Folgenden hiufig der Fall sein wird,
schreiben wir einfach a statt ¢p(a) fiira € A, das heifdt wir betrachten a als Element von B,
ohne das in der Notation deutlich zu machen.

BEISPIEL 4.2. (I) Sind A und B Kérper (und damit ¢p notwendigerweise injektiv, also kon-
nen wir A C B als eine Korpererweiterung betrachten), dann ist ein Element b € B
genau dann ganz im Sinne der obigen Definition, wenn es algebraisch im Sinne der
Algebra-Vorlesung ist. Der Ringhomomorphismus ¢ ist genau dann ganz, wenn die
Erweiterung B/A algebraisch ist. Der Ringhomomorphismus ¢ ist genau dann endlich,
wenn die Erweiterung B/A endlich ist.

53
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(2) Seig:A — Bein Ringhomomorphismus. Fiir jedes Element a € A ist ¢p(a) ganz iiber A,
denn es ist Nullstelle von X — a.

(3) Sei¢:Z — Qdie Inklusion. Die einzigen Elemente von Q, die ganz iiber Z sind, sind die
Elemente von Z.

(4) Die Inklusion Z — Z[\/2] := {a + b\/2; a,b € Z} ist endlich und ganz.

(5) Sei K/Q eine algebraische Korpererweiterung. Ein Element a € K ist genau dann ganz
tiber Z, wenn minpol, , in Z[X] liegt. (Warum?)

O

Als néchsten Schritt wollen wir uns tiberlegen, dass fiir ganze und endliche Ringhomomor-
phismen einige der Eigenschaften gelten, die wir fiir algebraische und endliche Kérpererwei-
terungen kennen. Insbesondere werden wir zeigen, dass ein Ringhomomorphismus A — B
genau dann endlich ist, wenn er ganz ist und B als A-Algebra endlich erzeugt ist (im Sinne
der folgenden Definition), und dass sich die Eigenschaften endlich und ganz transitiv unter
Verkettung von Ringhomomorphismen verhalten.

DEFINITION 4.3. Sei Beine A-Algebra. Dann heifit B eine endlich erzeugte A-Algebra, wenn die
folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:

(i) Esexistieren endlich viele Elemente by, ..., b, € B, so dass B die kleinste A-Unteralgebra
von B ist, die alle b; enthilt.
ii) Es existiert n > o und ein surjektiver A-Algebren-Homomorphismus A[X;, ..., X,| — B.
) 8 P

_|

BEWEIS DER AQUIVALENZ. Sindby, ..., b, wiein (i), dannist der Einsetzungshomomor-
phismus A[Xj, ..., X,y] — B, der durch X; — b; gegeben ist, surjektiv. Ist ®:A[X,, ..., X,] — B
surjektiv, so erfiillen die Elemente b; := ®(X;) die Eigenschaft in (i). O

Um den Zusammenhang zwischen ganzen und endlichen Ringhomomorphismen zu kldren,
benutzen wir die folgender Verallgemeinerung des Satzes von Cayley-Hamilton.

SATZ 4.4 (Satz von Cayley-Hamilton). Sei R ein Ring.
(1) Sein € Nund sei A € My(R) eine (n x n)-Matrix mit Eintrdgen in R. Sei charpol, = det(TE, -
A) € R[T] das charakteristische Polynom von A. Dann gilt charpol, (A) = 0 € My(R).

(2) Sei M ein endlich erzeugter R-Modul, a C R ein Ideal, und ¢ : M — M ein R-Endomorphismus von
M mit (M) C aM. Dann existieren Elemente a; € a mit

" +an "+ - +aoidy =0 in End(M).

BEWEIs. Zu (1). Wir beweisen die Aussage durch »Reduktion auf den universellen Fall«.
Damit ist die folgende Beweisstrategie gemeint:

(I). Wir wissen bereits, dass die Aussage richtig ist, wenn R ein Korper ist (Satz LA2.16.21).

(IT) Ist R C S ein Unterring und gilt die Aussage fiir S, dann gilt sie auch fiir R, denn wir
konnen jede Matrix A € M,(R) als Matrix in M,(S) auffassen, und den Satz auf A und S
anwenden. Das charakteristische Polynom von A ist davon unabhingig, ob es iiber R oder
iber S berechnet wird. Mit (I) folgt, dass die Aussage fiir jeden Integritédtsring R gilt, weil wir
R als Unterring seines Quotientenkdrpers Quot(R) betrachten kénnen.

(Il Ist ¢:S — R ein Ringhomomorphismus und ist A € M,(S), dann folgt die Aussage
fiir R und die Matrix A, die aus A entsteht, indem auf jeden Eintrag ¢ angewendet wird,
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aus der Aussage fiir S und A. Denn in diesem Fall entsteht charpol, aus charpol;, indem
auf jeden Koeffizienten ¢ angewendet wird. Weil der Einsetzungshomomorphismus ein
Ringhomomorphismus ist, folgt die Behauptung.

(IV) Der allgemeine Fall folgt nun aus (III): Sei R ein Ring und A = (a;);; € M,(R). Sei
S := Z[Xy; i,j = 1,...,n] der Polynomring iiber Z in n* Variablen und sei ¢:S — R der
Einsetzungshomomorphismus mit Xj; — a;. Weil S ein Integrititsring ist, gilt der Satz von
Cayley-Hamilton nach (II) fiir jede (n x n)-Matrix in M,(S), also insbesondere fiir die Matrix
(Xj)ij- (Weil die Eintrage dieser Matrix die Unbestimmten des Polynomrings sind, spricht
man vom universellen Fall.) Nach (III) folgt die Aussage des Satzes fiir die Matrix A € M,(R).

Zu (2). Seixy, ..., x, ein Erzeugendensystem von M. Wir kénnen dann ¢(x;) = > | ajix; fiir
Elemente a; € aschreiben. Wir wenden Teil (1) an auf die Matrix A = (a;);; € Mp(R). Es ist
klar, dass die Koeffizienten von charpol, in a liegen. Wir kénnen die Situation durch das
folgende kommutative Diagramm beschreiben:

Rt A, Rr

L,

M—2 M

Hier sind die vertikalen Abbildungen beide durch die Wahl des Erzeugendensystems von M
gegeben, und sind insbesondere surjektiv.

Allgemeiner erhalten wir fiir jedes Polynom f € R[X] ein entsprechendes kommutatives
Diagramm mit f(A) in der oberen und f(¢) in der unteren Zeile. Insbesondere folgt aus
charpol, (A) = o, dass charpol, (¢) = o gilt, und damit die Behauptung. O

Sei ¢:A — B ein Ringhomomorphismus, und seib € B. Wir bezeichnen dann mit A[b]
das Bild des Einsetzungshomomorphismus A[X] — B, X — b, also die von b erzeugte
A-Unteralgebra von B. Die Elemente von A[b] sind die Ausdriicke Y a;b' mita; € A (oder
genauer die Ausdriicke > ¢(a;)b’), wobei wir wie immer nur endliche Summen betrachten.
Entsprechend verwenden wir die Schreibweise Al[by, ..., by).

SATZ 4.5. Sei¢p: A — Bein Ringhomomorphismus, und seib € B. Dann sind dquivalent:

(i) Das Element b ist ganz iiber A.

(ii) Die von b erzeugte A-Algebra A[b] ist als A-Modul endlich erzeugt, d.h. A — Alb] ist ein endlicher
Ringhomomorphismus.

(iii) Es existiert ein Unterring C C B mitIm(¢) C C (also ist C eine A-Unteralgebra von B) so dass
b € Cunddass A — C ein endlicher Ringhomomorphismus ist.

BEWEIS. Wenn b ganz iiber A ist, etwa f(b) = ofurf = X"+ a, X" "+ - - + ao, dann ist
I,b,...,b" " ein Erzeugendensystem von A [b] als A-Algebra. Das zeigt die Implikation (i) =
(ii), und (ii) = (iii) ist trivial.

Fiir die »schwierige« Implikation (iii) = (i) wenden wir Satz 4.4 an. Und zwarsei£: C — C
gegeben durch x — bx. Dies ist ein A-Modul-Endomorphismus des endlich erzeugten A-
Moduls C, und folglich finden wir ein normiertes Polynom p € A[X]| mit p(§) = 0. Aber der
Endomorphismus p(£) ist gegeben durch Multiplikation mit p(b), und weil insbesondere das
Element 1 € C unter p(£) auf o abgebildet wird, folgt p(b) = o. O

LEMMA 4.6. Seien¢: A — B, : B — C Ringhomomorphismen. Wenn ¢ und y endlich sind, so ist
auch o ¢ endlich.
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BEwWEIS. Wenn by, ..., b, € Bden A-Modul Bund ¢y, ...,¢, € C den B-Modul C erzeugen,
dann erzeugen die Elemente b;c; (i = 1,...,m,j = 1,...,n) den A-Modul C. O

Damit erhalten wir als Folgerung aus dem Satz das Korollar, das ganz analog ist zu der
Charakterisierung von endlichen Kérpererweiterungen als endlich erzeugte algebraische
Erweiterungen.

KOROLLAR 4.7. Sei¢: A — Bein Ringhomomorphismus. Dann sind dquivalent:

(i) Der Homomorphismus ¢ ist ganz und B ist als A-Algebra endlich erzeugt.
(ii) Die A-Algebra B wird von endlich vielen Elementen erzeugt, die iiber A ganz sind.

(iii) Der Homomorphismus ¢ ist endlich.

BEwEIs. Die Implikation (i) = (ii) ist klar, und (ii) = (iii) folgt aus der Implikation (i) =
(ii) in Satz 4.5 und Lemma 4.6. Gilt (iii), dann finden wir ein endliches Erzeugendensystem
von B als A-Modul, also erst recht als A-Algebra. Aus Satz 4.5 folgt dann, dass (i) erfiillt
ist. n

Auflerdem konnen wir nun auch begriinden, dass sich die Eigenschaft ganz transitiv verhilt.

KOROLLAR 4.8. Seien¢: A — B, : B — C Ringhomomorphismen. Wenn ¢ und  ganz sind, so ist
auch o ¢ ganz.

BEWEIS. Seien ¢ und  ganz und seic € C. Dann existiert ein normiertes Polynom in
B[X], das c als Nullstelle hat. Die A-Unteralgebra B’ von B, die von den Koeffizienten dieses
Polynoms erzeugt wird, ist endlich erzeugt und ganz tiber A, also ein endlicher A-Modul.
Weil auch B'[c] endlich tiber B’ ist, folgt, dass B'[c] endlich tiber A ist. Also ist c ganz tiber
A. O

DEFINITION 4.9. Sei¢:A — Bein Ringhomomorphismus. Dann ist die Teilmenge
C:={b € B; bistganziiber A}

ein Unterring von B, der als der ganze Abschluss von A in B bezeichnet wird. —

BEWEIS. Esist zu zeigen, dass es sich bei C tatsdchlich um einen Unterring handelt. Es
ist klar, dass 0,1 € C gilt. Sind ¢,¢" € C,dann ist A[c, ¢’| endlich tiber A (Korollar 4.7), also
sind alle Elemente dieser A-Algebra ganz iiber A, insbesondere c + ¢, —c, cc'. O

DEFINITION 4.10. Sei¢:A — Bein injektiver Ringhomomorphismus. Dann heif3t A ganz-
abgeschlossen in B, wenn A mit dem ganzen Abschluss von A in B iibereinstimmt, mit anderen
Worten: wenn die einzigen Elemente von B, die ganz iiber A sind, die Elemente von A sind.

Ein Integrititsring heifdt ganzabgeschlossen (oder normal), wenn er ganzabgeschlossen in sei-
nem Quotientenkorper ist. -

BEISPIEL 4.11. (1) Der Ring Z ist ganzabgeschlossen.

(2) Allgemeiner gilt: Jeder faktorielle Ring ist ganzabgeschlossen. (Das ist nicht offensicht-
lich, aber auch nicht sehr schwierig. Die Umkehrung ist nicht richtig, was zu »interes-
santen Problemenc« in algebraischer Geometrie und algebraischer Zahlentheorie fiihrt.)

(3) SeiK ein Korper. Die Teilmenge

R-= {Za,-xf; a = o} C K[X]

ist ein Unterring. Es gilt Quot(R) = K(X).
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Der Ring R ist nicht ganzabgeschlossen, denn zum Beispiel das Element X ist (warum?)
ganz iiber R, liegt aber nicht in R.

Vergleiche Hausaufgabe 5, Ergdnzung LA2.15.55, Beispiel ALG.3.41.
O

BEMERKUNG 4.12. Seien ¢:A — B ein Ringhomomorphismus und C C B der ganze
Abschluss von A in B. Dann ist C ganzabgeschlossen in B. Dies folgt aus Korollar 4.8. O

SATZ 4.13. Seip: A — Bein endlicher (bzw. ganzer) Ringhomomorphismus.
(1) Istb C Bein Ideal, so ist auch der von ¢ induzierte Homomorphismus A / ¢~ (b) — B/ b endlich
(bzw. ganz).

(2) IstS C A eine multiplikative Teilmenge, so ist auch der von ¢ induzierte Homomorphismus S'A —
S7'Bendlich (bzw. ganz).

(3) Ist C eine A-Algebra, so ist auch der von ¢ induzierte Homomorphismus C — B ®4 C endlich
(bzw. ganz).

BEWEIS. Alle Behauptungen sind relativ leicht zu beweisen und wir lassen den Beweis
hier aus. O

Literatur: [AM] Ch. 5,[M2] §9

4.2. Going-up

SATZ 4.14. Seien A und B Integritdtsringe und sei ¢ : A — B ein injektiver ganzer Ringhomomorphis-
mus. Dann ist A ein Korper genau dann, wenn B ein Korper ist.

BEWEIs. Sei zunichst A ein Korper und b € B\ {0} mit p(b) = o fiir ein normiertes
Polynom p = Z?:o a;X' € A[X], aq = 1. Seij minimal mit a; # 0. Weil A ein Kérper ist, ist dann
aj in A invertierbar und wir erhalten

(bd_j_l + ad_Ibd_j_z + -+ ajﬂ)biﬂ = —ajbi.

Weil B ein Integritdtsring und b # o ist, folgt
—;j(bd‘j +ag "7+ v ai)b =1

Also ist b in A[b] und damit insbesondere in B invertierbar.

Ist andererseits B ein Kérperunda € A\ {0}, dann existiert b € Bmitab = 1,und b ist ganz

iiber A, also p(b) = o fiir ein normiertes Polynom p = Zio a; X! € A[X],ag = 1. Dann ist
b-atp(b) =b- (@b + gD 4 -+ aoa®) = —(ag + agpa+ - +aca®t) € A,
alsob € A. 0

Als nédchsten Schritt beweisen wir die folgende Verallgemeinerung des vorherigen Satzes.

SATZ 4.15. Sei¢p: A — Bein ganzer Ringhomomorphismus, q € SpecB,p = ¢7'(q) € Spec A. Dann
ist q ein maximales Ideal genau dann, wenn p ein maximales Ideal ist.

BEWEIS. In der Situation des Satzes induziert ¢ einen Ringhomomorphismus A /p —
B/ q. Dieser ist ein injektiver ganzer Ringhomomorphismus zwischen Integritétsringen, so
dass wir Satz 4.14 anwenden konnen. Das liefert die Behauptung. O
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SATZ 4.16. Sei¢p: A — Bein ganzer Ringhomomorphismus und seien q, ' Primideale von Bmitq C ¢’
undp™'(q) = ¢p7'(q'). Danngiltq = q'.

BEwWEIs. Wir setzen p = ¢7'(q). Der Homomorphismus ¢ induziert einen ganzen Ring-
homomorphismus A, — By, wobei wir mit By, die Lokalisierung von B beziiglich der mul-
tiplikativen Teilmenge ¢(A \ p) bezeichnen. Wegen der Beschreibung von Primidealen in
der Lokalisierung (Satz 2.47) konnen wir ¢ durch diesen Homomorphismus ersetzen und
dadurch annehmen, dass ¢*(q) = ¢"(q') ein maximales Ideal von A ist. Satz 4.15 impliziert
dann, dass q und q' maximale Ideale von B sind. Aus der Inklusion q C ¢’ folgt also die
Gleichheit. O

THEOREM 4.17. Sei p:A — B ein injektiver ganzer Ringhomomorphismus. Dann ist die von ¢
induzierte Abbildung Spec B — Spec A surjektiv, d.h. fiir jedes p € Spec A existiert ¢ € Spec B mit

p=9¢"(q)

BEWEIS. Indem wir wie im Beweis von Satz 4.16 zu den Lokalisierungen A, und B,
tibergehen, konnen wir uns auf die Situation reduzieren, dass A lokal mit maximalem Ideal
p ist.

Sei dann q C B ein maximales Ideal. Weil p das einzige maximale Ideal von A ist, folgt
p = ¢d7'(q) aus Satz 4.15.

Frage: Wo wurde im Beweis die Injektivitédt von ¢p benutzt? Geben Sie ein Beispiel eines (nicht-
injektiven) ganzen Ringhomomorphismus an, so dass die auf den Spektren induzierte Ab-
bildung nicht surjektiv ist. (Es gibt aber auch nicht-injektive ganze Ringhomomorphismen
¢, so dass ¢* surjektivist.) O

KOROLLAR 4.18. Sei¢: A — Bein ganzer Ringhomomorphismus. Dann ist ¢* : Spec B — Spec A
eine abgeschlossene Abbildung, d.h. fiir jede abgeschlossene Teilmenge von Spec B ist ihr Bild unter ¢*
abgeschlossen.

Genauer gilt: Ist b C Bein Ideal, dannist p*(V (b)) = V(¢~(b)).

BEWwEIS. Esist klar, dass es geniigt, die zweite Aussage zu zeigen. Sei also b C Bein
Ideal. Wir erhalten dann die folgenden kommutativen Diagramme von Ringen bzw. (durch
Ubergang zu ihren Spektren) von topologischen Raumen.

B/b «—— A/¢7(b) V(b) —— V(¢7'(b))
B+—— A SpecB ——— SpecA

(Dies zeigt auch, dass auch ohne die Voraussetzung, dass ¢ ganz sei, die Inklusion ¢*(V (b)) C
V(g™(b)) gilt.)
Ist ¢ ganz, wie wir hier voraussetzen, dann ist A/¢~"(b) — B/b ein injektiver ganzer

Ringhomomorphismus, in dem rechten Diagramm ist also nach dem vorherigen Theorem
die Abbildung V(b) — V(¢'(b)) surjektiv. Daraus folgt die Behauptung. O

Induktiv kénnen wir dieses Ergebnis zu dem folgenden Theorem verfeinern, das auch als
going up theorem bezeichnet wird, weil man in der vorgegebenen Kette von Primidealen
p; € Spec(A) »nach oben gehen« und jeweils Urbilder in Spec(B) finden kann.

THEOREM 4.19 (going-up). Sei¢:A — Bein injektiver ganzer Ringhomomorphismus, sei

plg...gpncA
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eine Kette von Primidealen, und sei
S CqmC B

eine Kette von Primidealenin Bmitm < nund ¢ "(q;) = p; fiiri = 1,...,m.

Dann existieren Primideale ¢y C - - C qn C B,sodass qm C qme; und sodass 7' (q;) = p fiir allei
gilt.

BEWwWEIS. Per Induktion konnen wir uns auf den Fall m = 1, n = 2, einschrinken, so dass
nur ein Schritt in der Kette der g; zu ergénzen ist, ndmlich .

Nun induziert ¢ einen injektiven ganzen Ringhomomorphismus A /p; — B/q;, und auf
diesen konnen wir Satz 4.17 anwenden. Die Behauptung folgt dann aus Satz 2.31. O

Endlichkeit von Ringhomomorphismen spiegelt sich auch in der auf den Primspektren
induzierten Abbildung wider, unter anderem dadurch, dass die Fasern dieser Abbildung
endlich (und als topologische Rdume diskret) sind.

THEOREM 4.20. Sei¢:A — Bein endlicher Ringhomomorphismus. Dann sind die Fasern der Abbil-
dung ¢* : Spec B — Spec A endliche Mengen, und zwischen den Primidealen in einer Faser bestehen
keine echten Inklusionen.

BEWEIS. Dass zwischen Primidealen von B, die unter ¢ auf dasselbe Primideal von A
abgebildet werden, keine Inklusionen bestehen, folgt aus Satz 4.16. In Satz 4.24 unten sehen
wir noch einen anderen Beweis fiir diese Tatsache.

Um zu zeigen, dass jede Faser nur endlich viele Elemente hat, brauchen wir einige Vorberei-
tungen. Der Beweis nimmt den Rest dieses Abschnitts in Anspruch. |

Sei¢:A — Bein Ringhomomorphismus und f : Spec B — Spec A die auf den Primspektren
induzierte Abbildung. Wir beginnen damit, die Faser f™'(p) von f iiber einem Primideal
p € Spec(A) als Spektrum eines Rings zu beschreiben.

SATZ 4.21. Sei¢: A — Bein Ringhomomorphismus. Seif : Spec B — Spec A die von ¢ induzierte
Abbildung, seip € Spec A und sei k(p) der Restklassenkorper von A in p. Dann induziert die natiirliche
Abbildung Spec(B @4 k(p)) — Spec B eine Bijektion [genauer: sogar einen Homéomorphismus] von
Spec(B ®4 k(p)) auf die Faser f " (p) von f iiber p.

BEWEIs. Esist«(p) = Quot(A/p), und folglich B ®4 x(p) = S™'(B/pB), wobei die multi-
plikative Teilmenge S, beziiglich der wir lokalisieren, gegeben ist durch S = 7(¢(A \ p)). Hier
ist m: B — B/pB die kanonische Projektion.

Mit den Sétzen 2.31 und 2.47 kénnen wir die Menge der Primideale von B ®4 x(p) als Teil-
menge von Spec(B) beschreiben, und zwar als die Teilmenge derjenigen Primideale q C B,
die pB enthalten (und fiir jedes solche gilt $'(q) 2 p), und die S nicht treffen. Insgesamt
erhalten wir so genau diejenigen Primideale, fiir die ¢*(q) = p gilt.

Dass die Inklusion Spec(B ®4 x(p)) — Spec(B) sogar ein Homdomorphismus auf diese Teil-
menge ist, folgt daraus, dass die Bijektionen zu Primidealen in Lokalisierung/im Quotienten
aus den gerade genannten Sitzen jeweils Homéomorphismen sind. O

Wenn wir mit einem endlichen Ringhomomorphismus ¢p:A — B beginnen, dann sind
die auf diese Weise auftretenden Ringe B ®4 k(p) artinsche Ringe im Sinne der folgenden
Definition.
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DEFINITION 4.22. Ein Ring R heifdt Artin-Ring oder artinsch, wenn fiir die Ideale in R die
absteigende Kettenbedingung gilt, d.h., falls jede absteigende Kette

o 20y Day 2D -+

von Idealen in R stationir wird, d.h. es existiert N > 0, so dass a, = ay fir allen > N. -

SATZ 4.23. SeiA ein Kérper und A — Bein endlicher Ringhomomorphismus. Dann ist B ein Artin-Ring.

BEWEIS. Wir konnen B als A-Vektorraum auffassen. Jedes Ideal von B ist dann insbe-
sondere ein Untervektorraum. Weil B als A-Vektorraum endlich-dimensional ist, gilt die
obige Kettenbedingung sogar fiir Untervektorrdume, also erst recht fiir Ideale. 0

Ist $:A — B ein endlicher Ringhomomorphismus und p € Spec(A), dann erhalten wir
durch den Basiswechsel A — k(p) einen Ringhomomorphismus k(p) — B ®4 k(p), der
nach Satz 4.13 ebenfalls endlich ist. Folglich ist B ®4 x(p) in dieser Situation ein Artin-
Ring. Angesichts dessen schliefit der Beweis des folgenden Satzes auch den Beweis von
Theorem 4.20 ab.

SATZ 4.24. Sei Bein Artin-Ring.

(1) Alle Primideale von B sind maximale Ideale.

(2) Der Ring B besitzt nur endlich viele Primideale.

BEWEIS. Zu(1). Sei p C Bein Primideal. Der Quotient B/ p ist ebenfalls ein Artin-Ring.
Es geniigt also zu zeigen, dass jeder artinsche Integrititsring B ein Korper ist. Istx € B\ {o},
dannbilden die Ideale (x') fiiri > o eine absteigende Kette. Weil diese stationir wird, existiert
i mitx' € (x'*1), etwax’ = x'*'y und damit xy = 1, weil B ein Integrititsring ist. Also ist x eine
Einheit in B.

Zu (2). Angenommen, es gibe unendlich viele paarweise verschiedene maximale Ideale
m;, My, ... in B. Dann ist

BOomyomiNm, 2myNm,Nmg 2D ---
eine absteigende Kette, in der alle Inklusionen echt sind.

Um zu zeigen, dass es sich um echte Inklusionen handelt, kann man entweder direkt ar-

gumentieren: Denn wire (., m; = (2{ m; fiir ein r > 0, dann erhalten wir (_, m; C my,,

und damit nach Lemma 2.63 eine Inklusion m; C m,,; fiireini, 1 <i < r. Weil m; und m,,
verschiedene maximale Ideale sind, ist das unmdéglich.

Oder man benutzt den chinesischen Restsatz (Satz ALG.3.14), der zeigt, dass fiir jedes r die

Projektion B — @P._, B/ m; surjektiv mit Kern (_, m; ist. Ware nun (_, m; = (] m; fiir ein
r, dann wiire die Projektion @] B/m; — @', B/ m; ein Isomorphismus, was offensichtlich

nicht der Fall ist. O

Literatur: [AM] Ch. 5, Ch. 8,[M2] §9
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4.3. Noether-Normalisierung und der Hilbertsche Nullstellensatz

In diesem Abschnitt werden wir mit dem Noetherschen Normalisierungslemma und dem
Hilbertschen Nullstellensatz zwei Ergebnisse {iber endlich erzeugte Algebren iiber einem
Korper beweisen, die in besonderem Mafie einer geometrischen Interpretation im Sinne des
Primspektrums bzw. Maximalspektrums zugénglich sind. Das folgende Theorem von Emmy
Noether' erlaubt es, zu einer endlich erzeugten k-Algebra R, k ein Korper, einen injektiven
endlichen Ringhomomorphismus k[X, ..., X,] — R zu finden. Die zugehorige Abbildung
auf den Primspektren ist dann surjektiv und hat endliche Fasern. Man erhilt auch eine
Abbildung zwischen den Maximalspektren (das ist eine Konsequenz des Nullstellensatzes
von David Hilbert?, Korollar 4.32 unten) mit denselben Eigenschaften.

THEOREM 4.25 (Noethersches Normalisierungslemma). Sei k ein Kérper und sei R # o eine end-
lich erzeugte k-Algebra. Dann existieren n > 0O und ein injektiver endlicher k-Algebren-Homomorphismus
kX1, ..., Xn] = R.

BEWEIS. Seienyy,...,ym € R Erzeuger von R als k-Algebra. Wir haben also einen surjek-
tiven Homomorphismus ¢ : k[Y;, ..., Y| — R, Y; — y;, von k-Algebren.

Wir fithren nun Induktion nach m. Wenn ¢ injektiv ist, dann sind wir fertig. Sei nun Ker(¢p) #
0.Esgeniigt dann, eine k-Unteralgebra S C R zu finden, die sich von m—-1 Elementen erzeugen
lasst und so dass die Inklusion S — R endlich (dquivalent: ganz) ist. Denn dann finden
wir nach Induktionsvoraussetzung einen injektiven endlichen Ringhomomorphismus von
einem Polynomring tiber k nach S, und durch Verkettung mit der Inklusion S — R einen
solchen nach R.

Seif € Ker(¢),f # o,alsof(yi,...,ym) = 0. Wir machen nun den folgenden Ansatz: Fiir
To, .. m € Nyg sei

2 = yi = Ji'-
Dann erzeugen y,, 2, ..., 2, die k-Algebra R. Wir werden zeigen, dass wir die r; so wéihlen
koénnen, dass y; ganz ist tiber S := k[z,, ..., zp]. Daraus folgt dann die Behauptung.

Jedenfalls ist y; eine Nullstelle des Polynoms ¢(Y;) := f(Y;,2, + Y{', ..., zm + Y{™) € S[Y;]. Es
geniigt dann zu zeigen, dass fiir eine geeignete Wahl der r; dieses Polynom (in Y;) Leitkoeffi-
zient in k* hat, denn dann kénnen wir durch den Leitkoeffizienten teilen und erhalten ein
normiertes Polynom mit y, als Nullstelle und mit Koeffizienten in S.

Das Polynom g ist eine k-Linearkombination von Ausdriicken der Form Y?* [, (zi+ Y1')P fidr
b; € N.(Welche Tupel (b;); hier auftreten, hangt von f ab.) Der Grad eines solchen Ausdrucks
istb;+) ; r;b;. Es geniigt dann, die r; so zu wihlen, dass die Ausdriicke b; + ) _; r;b; fiir alle Tupel
(b;);, die mit Koeffizient # o auftreten, paarweise verschieden sind, denn dann liefert das
(eindeutig bestimmte) Tupel, fiir das der Ausdruck maximal wird, den hochsten Exponenten
von Y;ing.

Es ist leicht zu sehen, dass man die r; so wiahlen kann, dass das der Fall ist, zum Beispiel
folgendermafen: Wir betrachten die endlich vielen Polynome 3 b;X"' ¢ Z[X] fiir Tupel
(b;); wie oben, und wihlen x € Z so, dass die Werte aller dieser Polynome bei x paarweise
verschieden sind. Dann kénnen wir r; := i1 i = 2,..., m, setzen. O

BEISPIEL 4.26. Seik ein Korper.

(1) Istf € k[Xi, ..., Xn| normiert als Polynomin X,,, dann induziert die Inklusion k[X;, ..., Xp_1] —
k[X,,..., Xn] einen endlichen injektiven k-Algebren-Homomorphismus k[X, ..., Xp-;| —

k[Xy, ..., Xn] /().

Thttps://de.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether
2https://de.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert
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(2) Der injektive Ringhomomorphismus k[X] — k[X, Y]/ (XY) ist nicht endlich. (Warum?)

(3) Derinjektive Ringhomomorphismus k[X] — k[X, Y] / (XY -1) ist nicht endlich. (Warum?)
Der injektive Ringhomomorphismus k[T] — [X Y]/ (XY -1),T — X - Y ist endlich.
(Warum?)

O

DEFINITION 4.27. Ein Ring A heifit Jacobsonsch, wenn fiir jedes Primideal p € Spec A gilt

p= (] m

meSpmA,pCm

THEOREM 4.28 (Hilbertscher Nullstellensatz). Sei k ein Korper und A eine endlich erzeugte k-
Algebra.

(1) Ist mein maximales Ideal von A, so istk — A / m eine endliche Korpererweiterung.
(2) Der Ring A ist Jacobsonsch.

BEwEIs. Fiir Teil (1) verwenden wir das Noethersche Normalisierungslemma, mit dem
wir einen injektiven endlichen k-Algebren-Homomorphismus ¢ : k[X;, ..., X,] — A/ mfinden.
Weil ¢ endlich und A /m ein Korper ist, ist k[X|, ..., X,| nach Satz 4.14 ebenfalls ein Korper,
aber das bedeutet n = 0. Also ist A /m endlich iiber k.

Fiir Teil (2) beginnen wir mit einer Vorbemerkung. Ist k' /k eine endliche Kérpererweiterung
und ¢:A — k' ein Homomorphismus von k-Algebren, dann ist das Bild ein Integritéts-
ring, der als k-Vektorraum endlichdimensional ist, also ein Kérper. Deshalb ist Ker(¢) ein
maximales Ideal von A.

Seinun p C A ein Primideal. Indem wir A durch A /p ersetzen, konnen wir ohne Einschrian-
kung der Allgemeinheit annehmen, dass A ein Integritidtsring und p = o ist. Zu zeigen ist
dann, dass Jac(A) = o gilt.

Seix € A\{o}.Dann ist die Lokalisierung A, (die isomorph ist zu A[Y] / (xY —1)) eine endlich
erzeugte k-Algebra # 0. Sein C A, ein maximales Ideal. Nach dem zuvor Gezeigten ist A, /n
ein endlicher Erweiterungskorper von k und der Kern m der Verkettung A — A, — A, /nist
nach der Vorbemerkung ein maximales Ideal von A. Aber das Bild von x ist eine Einheit, also
liegt x nicht in m und folglich auch nicht in Jac(A). O

Auch das folgende Korollar, in dem die maximalen Ideale im Polynomring (in endlich vielen
Unbestimmten) iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper bestimmt werden, wird oft
als (eine Version des) Hilbertschen Nullstellensatzes bezeichnet. Es ist klar, dass fiir (x;); € k"
das Ideal (X; - xy, ..., Xn — xn) C k[X), ..., X,] maximal ist, denn es handelt sich um den Kern
des Einsetzungshomomorphismus k[X;, ..., Xn] — k, X; — x;. (Dass der Kern nicht gréfer ist,
folgt leicht mit Polynomdivision und Induktion nach n.)

KOROLLAR 4.29. Seik ein algebraisch abgeschlossener Kérper.

(1) Sei A eine endlich erzeugte k-Algebra und seim C A ein maximales Ideal. Dann gilt A /m = k.

(2) Seim C k[X, ..., X,] ein maximales Ideal. Dann existieren xy, ..., x, € k mit

= (XI —JCI,...,Xn _xn).
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BEWEIS. Zu (1). Wir betrachten A /m beziiglich der Verkettungk — A — A /mals
Erweiterungskorper von k. Nach dem Theorem handelt es sich um einen endlichen Erweite-
rungskorper. Weil k algebraisch abgeschlossen ist, folgt die Gleichheit.

Zu (2). Fur gegebenes mist kX, ..., X,] /m = k nach Teil (1). Wir definieren x; als das Bild von
X; unter der Verkettung k[X;, ..., X,] — k[X|, ..., X,] /m = k. Dann ist offensichtlich das Ideal
(X; — x1,...,Xn — x,) in m enthalten, und weil es sich um ein maximales Ideal handelt, folgt
die Gleichheit. O

Aus Satz 2.17 iiber die Ideale im Quotienten eines Rings nach einem Ideal konnen wir damit
auch das folgende Korollar ableiten.

KOROLLAR 4.30. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, und seien fi, ..., fm € kX1, ..., Xn).
Dann haben wir eine Bijektion

{(xi)i € R"; V) : fi(x1,...,xn) = O} — Spm(k[Xy,..., Xn] / (fi, -0, fm)),
(xi)i = (Xy — %1, 00, X — Xp)

Auflerdem sehen wir, dass eine Familie von Polynomen in k[Xj, ..., X,| eine gemeinsame
Nullstelle in k" haben muss, wenn sie nicht das Einsideal erzeugt. (In letzterem Fall kann es
offensichtlich keine gemeinsame Nullstelle geben.) Diese Tatsache ist der Grund, warum der
obige Satz Nullstellensatz heifit.

KOROLLAR 4.31. Seikein algebraisch abgeschlossener Korper, und seienfy, ..., fin € k[X,, ..., Xp). Dann

gilt
V(fly---,fm) =) = (flr‘"rfm) = (I)

Alsweiter Folgerung sehen wir, dass sich fiir einen Homomorphismus von endlich erzeugten
k-Algebren (k ein Kérper, der nicht algebraisch abgeschlossen sein muss) die induzierte
Abbildung zwischen den Primspektren zu einer Abbildung zwischen den Maximalspektren
einschréankt.

KOROLLAR 4.32. Seik ein Korper und sei ¢ : A — B ein Homomorphismus von endlich erzeugten
k-Algebren. Dann ist fiir jedes maximale Ideal n C B das Urbild ¢p"(n) ein maximales Ideal von A.

BEWEIS. Esist ¢ '(n) gerade der Kern der Verkettung A — B — B/n. Die Behauptung
folgt aus Theorem 4.28 zusammen mit der Vorbemerkung zum Beweis von Teil (2) dieses
Theorems. O

Weitere Literatur: [AM] Ch. 5, [Mu] L.1, [GW](1.3).






KAPITEL 5

Noethersche Ringe *

5.1. Definition und einfache Eigenschaften

DEFINITION 5.1. Ein Ring R heif3t noethersch, wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen
erfiillt sind:

(i) Jede aufsteigende Kette
o Car C Ay &--v

von Idealen in R wird stationir, d.h. es existiert n > 0, so dass a,, = a, fir allem > n.
(ii) Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt.

(iii) Jede nichtleere Menge von Idealen in R besitzt ein maximales Element beziiglich Inklu-
sion.

BEWEIS DER AQUIVALENZ. Ist a C R ein Ideal, das nicht endlich erzeugt ist, dann
konnen wir eine Folge a; € avon Elementen finden, i € N, so dass (ay, ...,an) < (ay, ..., @n+1)

fur alle n gilt. Das liefert eine Kette von Idealen in R, die nicht stationdr wird. Das zeigt die
Implikation (i) = (ii).

Ist andererseits jedes Ideal von R endlich erzeugt und ./ eine nichtleere Menge von Idealen
in R, dann folgt aus dem Lemma von Zorn (siehe Abschnitt LA1.B.1 oder Axiom ALG.3.24),
dass .# ein maximales Element besitzt. Wir miissen dazu zeigen, dass jede (beziiglich In-
klusion) total geordnete Menge (a;); von Idealen in R eine obere Schranke in ./ besitzt.
Da die Menge total geordnet ist, ist die Vereinigung a aller a; ein Ideal von R. Weil dieses
nach Voraussetzung endlich erzeugt ist, folgt, dass a mit einem der g; tibereinstimmt (fiir
i so grof3, dass g; alle Elemente irgendeines fixierten endlichen Erzeugendensystems ent-
hilt). Also liegt a in .. Das zeigt (ii) = (iii) und die Implikation (iii) = (i) ist klar (setze
M = {Cl,'; i> O}) O

Die Kettenbedingung in der obigen Definition dhnelt formal derjenigen in Definition 4.22,
wo wir aufsteigende Ketten betrachtet und damit den Begriff des Artin-Rings definiert ha-
ben. Interessanterweise ist aber die Bedingung, artinsch zu sein, eine wesentlich stirkere
Einschriankung. Insbesondere kann man zeigen, dass jeder artinsche Ring noethersch ist.

BEISPIEL 5.2. (1) Jeder Hauptidealring ist noethersch (Lemma LA2.15.46).

(2) Ist R ein noetherscher Ring und a C R ein Ideal, so ist auch R / a noethersch. Das folgt
leicht aus Satz 2.17.

(3) SeiR # o ein Ring. Dann ist der Polynomring R[X;; i € N]in unendlich vielen Unbe-
stimmten nicht noethersch. Insbesondere sind Unterringe noetherscher Ringe nicht
notwendig noethersch: Ist R ein Integritatsring, so ist dieser Polynomring ebenfalls ein
Integritatsring und daher ein Unterring seines Quotientenkdrpers.

O
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SATZ 5.3. Sei R ein noetherscher Ring, S C A eine multiplikative Teilmenge. Dann ist S' R noethersch.

BEWEIS. Seia C S7'R ein Ideal. Wir zeigen, dass dieses endlich erzeugt ist. Bezeichne
dazut:R — S'Rdienatiirliche Abbildung von R in die Lokalisierung und sei b = r™"(a). Dann
ist b endlich erzeugt, etwa b = (by, ..., b,). Es ist dann leicht zu sehen, dass a = (%‘, s, bT") gilt.
Jedenfalls ist die Inklusion D klar. Ist andererseits { € a,s € §,dannista € b, und daraus

folgt, dass § € (bT‘,..., hT") gilt. O

DEFINITION 5.4. Sei R ein Ring (nicht notwendig noethersch). Ein R-Modul M heifit noe-
thersch, wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:

(i) Jede aufsteigende Kette von Untermoduln von M wird stationir.
(ii) Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.

(iii) Jedenichtleere Menge von Untermoduln von M besitzt ein maximales Element beziiglich
Inklusion.

BEWEIS DER AQUIVALENZ. Dies beweist man wie in Definition 5.1. O

Insbesondere folgt aus Bedingung (ii), dass jeder noethersche Modul endlich erzeugt ist. Ist
R ein noetherscher Ring, dann gilt auch die Umkehrung, wie wir unten sehen werden; fiir
allgemeine Ringe ist diese aber nicht richtig.

Mit dieser Definition gilt: Ein Ring R ist genau dann noethersch, wenn der R-Modul R
noethersch ist.

SATZ 5.5. Sei R ein Ring.

(1) Sei
o—-M-—-M-—-M'—o0

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Dann gilt: M ist genau dann noethersch, wenn M’ und M"’
noethersch sind.

(2) Sei R ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist M noethersch.

BEWEIs. Zu (1). Es ist leicht zu zeigen, dass M" und M" noethersch sind, wenn das fiir
M gilt. Seien nun M und M" noethersch und sei N C M ein Untermodul. Seien f:M" — M
und g:M — M" die Homomorphismen aus der gegebenen kurzen exakten Sequenz. Aus
der Voraussetzung folgt, dass g(N) und f *(N) endlich erzeugt sind, etwa g(N) = (cy, ..., ¢s),
fY(N) = (ay,...,a,). Wirwihlen fiir i = 1, ..., s jeweils ein Urbild b; von ¢; unter g. Man priift
dann leicht nach, dass f (a,), ...,f (a), by, ..., bs ein Erzeugendensystem von N bilden.

Zu (2). Aus Teil (1) folgt zunéchst mit Induktion, dass jeder endlich erzeugte freie R-Modul,
also jeder Modul der Form R", noethersch ist, denn wir haben offensichtliche kurze exakte
Sequenzen 0 — R"' — R" — R — o.Ist M irgendein endlich erzeugter R-Modul, dann
existieren n > o und eine Surjektion R" — M, und erneute Anwendung von Teil (1) liefert,
dass M noethersch ist. O



5.2. DER HILBERTSCHE BASISSATZ 67

5.2. Der Hilbertsche Basissatz

THEOREM 5.6 (Hilbertscher Basissatz). Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist auch der Polynomring
R[X] noethersch.

BEWEIS. Seia C R[X] ein Ideal. Wir wollen zeigen, dass a endlich erzeugt ist. Seib C R
die Menge aller Elemente von R, die als Leitkoeffizient eines Polynoms in a auftreten. Es
ist leicht zu sehen, dass es sich bei b um ein Ideal handelt. Nach Voraussetzung ist dieses
endlich erzeugt, etwa durch Elemente by, ..., b,, von denen wir annehmen kénnen, dass sie
von O verschieden sind. Sei N so grof$ gewihlt, dass zu jedem i ein Polynom f; in a vom
Grad < N mit Leitkoeflizient b; existiert. Indem wir gegebenenfalls mit einer Potenz von X
multiplizieren, kénnen wir annehmen, dass alle f; Grad N haben.

Der Untermodul M := (1, ..., XN") von R[X] ist endlich erzeugt und folglich (Satz 5.5) noe-
thersch. Sei gy, ..., gs ein Erzeugendensystem von M N a als R-Modul.

Behauptung. Die Elemente fi, ..., f;, g1, ..., s sind ein Erzeugendensystem des Ideals a.

Begriindung. Seif € a.Wirwollen zeigen, dassf € (fi, ..., fr, g1, .-, gs) gilt. Wenn f Grad > N hat,
kénnen wir den Grad verringern, indem wir ein geeignetes Polynom aus (fi, ..., f;) abziehen
(denn der Leitkoeffizient von f liegt in b). Dann liegt f selbst genau dannin (f;, ..., f;, 91, .-, 9s),
wenn dies fiir das neue Polynom gilt. Wir kénnen daher annehmen, dass deg(f) < N gilt.
Das bedeutet aber, dass f € M Na = (gy,...,9s) ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.

O

Per Induktion folgt aus dem Satz auch, dass jeder Polynomring in endlich vielen Unbestimm-
ten iiber einem noetherschen Ring selbst noethersch ist.

KOROLLAR 5.7. Sei R ein noetherscher Ring und A eine endlich erzeugte R-Algebra. Dann ist auch der
Ring A noethersch.

BEWEIs. Nach Voraussetzung existiert eine Surjektion 7: R[Xj, ..., X,] — A fiir ein
geeignet gewihltes n. Wir kénnen dann A als Modul iiber dem noetherschen Ring R[X, ..., X]
auffassen. Dieser ist offensichtlich endlich erzeugt, also noethersch. Eine Teilmenge von A
ist genau dann ein Ideal, wenn es sich um einen R[Xj, ..., X,|-Untermodul handelt. Es folgt
also, dass die Ideale in A die Kettenbedingung fiir noethersche Ringe erfiillen. |

Literatur: [AM]Ch. 6, 7,[M2] §3






KAPITEL 6

Die Krull-Dimension eines Rings *

Dieses Kapitel enthdlt im Moment keine Beweise, siehe die Literaturhinweis am Ende.

6.1. Definition und einfache Eigenschaften

DEFINITION 6.1. (I) SeiX ein topologischer Raum. Wir nennen X irreduzibel, wenn X nicht
leer ist und die folgenden dquivalenten Eigenschaften gelten:

(i) Sind A, B C X abgeschlossene Teilmengen mit X = A U B,so gilt A = X oder B = X.
ii) Sind U, V C X nicht-leere offene Teilmengenvon X, sogilt UNV # (.
g g

Eine Teilmenge Z C X heif3t irreduzibel, wenn sie als topologischer Raum mit der Teil-
raumtopologie irreduzibel ist.

(2) SeiX ein topologischer Raum. Die Dimension dim X von X ist das Supremum aller Lingen
Zvon Ketten
ZO,C,_ZI - "',C«.ZK

von abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von X. Per Konvention setzen wir dim () =
—00.

_|

Ist beispielsweise X ein einziger Punkt, so gilt dim X = o. Ist X irreduzibel, dim X < oo und
Z C X eine echte abgeschlossene irreduzible Teilmenge, so gilt dim Z < dim X.

BEMERKUNG 6.2. Dieser Dimensionsbegriff ist fiir die topologischen Rdume, die in der
algebraischen Geometrie auftreten, gut geeignet --- speziell fiir Riume der Form Spec R fiir
einen Ring R. Fiir andere topologische Rdume ist er aber nicht unbedingt sinnvoll. O

LEMMA 6.3. Sei R ein Ring. Eine abgeschlossene Teilmenge V(a) C Spec R fiir ein Ideal a ist genau
dann irreduzibel, wenn das Radikal \/a (Satz 2.59) ein Primideal ist.

DEFINITION 6.4. SeiR ein Ring. Die (Krull-)Dimension dim R von R ist das Supremum aller
Lingen ¢ von Ketten

Po 2P 2 2P
von Primidealen in R. Fiir den Nullring setzen wir dim o0 = —oo. n

LEMMA 6.5. Sei R ein Ring. Dann gilt dim R = dim Spec R.

Als Folgerung aus dem going-up-Theorem (Theorem 4.19) erhdlt man das folgende Ergebnis.
SATZ 6.6. Sei¢p: A — Bein injektiver ganzer Ringhomomorphismus. Dann gilt dim A = dim B.

Insbesondere zeigt der Satz, dass in der Situation des Noether-Normalisierungslemma
Thm. 4.25 die Zahl n als dim R eindeutig bestimmt ist.

69
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6.2. Irreduzible Komponenten und minimale Primideale

DEFINITION 6.7. Sei X ein topologischer Raum. Die maximalen irreduziblen Teilmengen
von X heif3en irreduzible Komponenten. -

LEMMA 6.8. Sei X ein topologischer Raum.
(1) Jede irreduzible Teilmenge von X ist in einer irreduziblen Komponente von X enthalten. Insbesondere
ist X gleich der Vereinigung aller seiner irreduziblen Komponenten.

(2) SeiZ C X eine Teilmenge und sei Z ihr Abschluss in X. Es gilt: Z ist genau dann irreduzibel, wenn Z
irreduzibel ist.

(3) Jede irreduzible Komponente von X ist eine abgeschlossene Teilmenge von X.

Insbesondere sehen wir: Ist R ein Ring, so steht die Menge der irreduziblen Komponenten
von Spec R in Bijektion zur Menge der minimalen Primideale von R.

DEFINITION 6.9. Ein topologischer Raum X heif3t noethersch, wenn jede absteigende Kette
abgeschlossener Teilmengen von X stationir ist. —

BEMERKUNG 6.10. Ist R ein noetherscher Ring, so ist der topologische Raum Spec R noe-
thersch. (Die Umkehrung gilt aber nicht.) O

SATZ 6.11. Sei X ein noetherscher topologischer Raum. Dann hat X nur endlich viele irreduzible Kompo-
nenten.

SATZ 6.12. Sei R ein noetherscher Ring. Dann hat R nur endlich viele minimale Primideale.

6.3. Die Dimension von endlich erzeugten Algebren iiber einem Korper

6.3.1. Der Transzendenzgrad einer Kérpererweiterung.

DEFINITION 6.13. Sei L/K eine Kérpererweiterung.

(1) Eine Teilmenge S C L heifit algebraisch unabhdngig tiber K, wenn der Einsetzungshomo-
morphismus
K[Xs,s€S — L, X;—s,
injektivist.
(2) Eine Teilmenge S C L heif’t eine Transzendenzbasis der Erweiterung L/K, wenn S algebra-
isch unabhingig tiber K ist und die Erweiterung L/K(S) algebraisch ist.

LEMMA 6.14. Sei L/K eine Korpererweiterung.

(1) Eine Teilmenge S C L ist genau dann algebraisch unabhdngig, wenn jede endliche Teilmenge es ist.

(2) Eine Teilmenge S C L ist genau dann eine Transzendenzbasis, wenn sie eine maximale algebraisch
unabhiingige Teilmenge von L ist.

(3) Die Erweiterung L/K besitzt eine Transzendenzbasis.

(4) Sind S, S’ Transzendenzbasen der Erweiterung L/K, so existiert eine Bijektion S — S'. Insbe-
sondere ist die Anzahl der Elemente einer Transzendenzbasis (genauer: die Mdchtigkeit einer Tran-
szendenzbasis) unabhdngig von der Wahl der Transzendenzbasis. Diese Mdichtigkeit wird als der
Transzendenzgrad der Erweiterung L/K bezeichnet, in Zeichen: trdegy L.
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Insbesondere sehen wir: Eine Erweiterung L/K ist genau dann algebraisch, wenn sie den
Transzendenzgrad o hat.

Ist R eine k-Algebra, die ein Integritatsring ist, so schreiben wir auch trdeg, R := trdeg;, Quot(R).
BEISPIEL 6.15. Ist K ein Korper, so gilt

trdegy K[Xi, ..., X, = trdegy K(X;, ..., X,) = n.

6.3.2. Die Normabbildung einer Kérpererweiterung. Siehe auch Abschnitt ALG.6.2.

DEFINITION 6.16. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung. Fiirx € Lsei ¢, der K-Vektorraum-
Homomorphismus L — L,y + xy. Wir nennen N /¢ (x) := det(¢,) € K die Norm von x und
die Abbildung Ny g : L — K die Normabbildung der Erweiterung L/K. -

SaTz 6.17 (Eigenschaften der Normabbildung). Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung.
(1) Istx € K,s0gilt N x (x) = x[LK],
(2) Sindx,y € L,sogilt Ny /i (xy) = Nk (x)Np/x (v)-
(3) Istx € Lund minpolx’K =X1ya; X4 va, so gilt
Nk (x) = (-0 ag L,
BEMERKUNG 6.18. Weitere wichtige Eigenschaften der Normabbildung sind

(1) Transitivitdt: Sind K C E C L endliche Kérpererweiterungen und ist x € L, so gilt
NL/K (x) = NL/E (NE/K (x)).
(2) Ist L/K eine endliche Galois-Erweiterung, so gilt

Npk(x) = H o (x).

o€Gal(L/K)

THEOREM 6.19. Seien k ein Kérper und R eine endlich erzeugte k-Algebra, die ein Integrititsring ist. Sei
f € R,f # oein Element, das keine Einheit in R ist, und sei p C R ein Primideal, das f enthdlt und das
minimal mit dieser Eigenschaft ist. Dann gilt

trdeg, R /p = trdeg, R - 1.
KOROLLAR 6.20. Seik ein Korper.

(1) Sei R eine endlich erzeugte k-Algebra, die ein Integritdtsring ist. Dann gilt dim R = trdeg, R.
(2) Sein > o.Danngilt dim k[X,, ..., X,] = n.
KOROLLAR 6.21. Sei R eine endlich erzeugte k-Algebra, die ein Integrititsring ist. Dann haben alle

maximalen Ketten von Primidealen in R (d.h. alle Ketten, die nicht durch das Einfiigen weiterer Primideale
verfeinert werden konnen) die Linge dim R.
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6.4. Dimensionstheorie fiir noethersche Ringe

Fiir allgemeine noethersche Ringe ist die Situation komplizierter. Immerhin haben wir die
folgenden Ergebnisse:

Ist R ein Ring und p C R ein Primideal, so nennt man ht p := dim R, die Hohe des Primideals
p.

THEOREM 6.22 (Krullscher Hauptidealsatz). Sei R ein noetherscher Ring und sei (f) C R ein
Hauptideal. Dann gilt fiir jedes Primideal p C R von R mit f € p und das minimal ist mit dieser

Eigenschaft, dass
htp <1.

THEOREM 6.23. Sei R ein noetherscher Ring. Dann gilt

dimR[X] = dimR + 1.
BEISPIEL 6.24. Sei R ein lokaler Hauptidealring, (t) C R das maximale Ideal. Dann ist
R[X]/ (tX - 1) = Ry = Quot(R) ein Korper, also (tX - 1) ein maximales Ideal von Héhe 1, es gilt

also
dim R[X]/(tX-1) =o<1=dimR[X]| -1

Weitere Literatur zu diesem Kapitel:[Mu] I §7,[GW](1.5), (1.7), (5.3)--(5.6), [AM] Ch. 11,
[M2] §5,[Bo-A] 4.7, 7.1.



KAPITEL 7

Diskrete Bewertungsringe und Dedekindringe *

Dieses Kapitel enthdlt im Moment keine Beweise, siehe die Literaturhinweis am Ende.

7.1. Diskrete Bewertungsringe

DEFINITION 7.1. Sei K ein Korper. Eine diskrete Bewertung auf K ist eine surjektive Abbildung
v:K* — Z, fur die gilt:

xy) = v(x) + v(y) fur allex,y € K*,

x +y) > min(v(x),v(y)) fur allex,y € K*.

BEMERKUNG 7.2. Sei K ein Korper mit einer diskreten Bewertung v. Seic € R,0 < c < I.
Dann definiert

x| = ¢"® fiirx € KX, |o|=o,
einen Absolutbetrag auf K, d.h. eine Abbildung |-|: K — R mit
(@) x| =o<=x=0,
(b) lxy| = [x[ - lyl,
(c) (Dreiecksungleichung) |x +y| < |x| + |y|.
Genauer gilt in dieser Situation sogar die starke Dreiecksungleichung:
[+ y| < max([x], [y])-

Man spricht in diesem Fall von einem nicht-archimedischen Absolutbetrag. O

LEMMA 7.3. Sei K ein Kérper mit einer diskreten Bewertung v. Dann ist
{x € K; v(x) = 0} U{o}
ein Unterring von K, der sogenannte Bewertungsring von (K, v).

BEISPIEL 7.4. (1) Sei R ein faktorieller Ring, K = Quot(R), p € R ein Primelement. Jedes
Element x € K* lasst sich schreiben alsx = p"7 mitn € Z,a,b € R, p { ab. Dabei ist n
eindeutig bestimmt und durch v(x) := n wird eine diskrete Bewertung auf K definiert.

(2) Seispeziell K = Q, p € Z eine Primzahl. Die wie in (1) definierte Bewertung v, heifit die p-
adische Bewertung auf Q. Der Bewertungsring von v, ist der Ring Z,), die Lokalisierung
von Z nach dem Primideal (p). Man kann zeigen, dass alle diskreten Bewertungen auf Q
diese Form haben.

(3) Sei speziell K = k(T) der rationale Funktionenkdrper iiber einem Korper k. Wie in
(1) definiert dann jedes irreduzible Polynom f € k[T] eine Bewertung vy auf K. Der
Bewertungsring von vy ist der Ring k[T f).
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(4) SeiK = k(T)wiein 3. Dann ist auch K = Quot(k[T']) und wenn wir die Konstruktion in
(1) auf das Primelement T™' € k[T~'| anwenden, erhalten wir eine Bewertung v, auf K,
die nicht von der Form vy wie in (3) ist. Es gilt

voo(j;) =degg -degf furf,g € k[T],g #o.

Der Bewertungsring von v ist der Ring

BT o) = {J;;f,g € k[T],g # 0, degf < degg) C K.

Man kann zeigen, dass alle Bewertungen auf K die Form vy, f € k[T] irreduzibel, oder
Voo haben.

O

DEFINITION 7.5. Sei A ein Integrititsring, K = Quot(A). Der Ring A heifit diskreter Bewer-
tungsring, falls eine diskrete Bewertung auf K existiert, deren Bewertungsring A ist. =

BEMERKUNG 7.6. Sei K ein Korper mit diskreter Bewertung v, und sei A der zugehorige
Bewertungsring. Es gilt

A ={x € A; v(x) = o}.
Seim € A ein Element mit v(7) = 1. Ein solches Element heif’t uniformisierendes Element. Dann
gilt: Jedes Element x € A lisst sich schreiben als x = 7°®)u mit u € A* (und u ist eindeutig
bestimmt).

Jedes Ideal von A auRer dem Nullideal hat die Form (7¢),d > o. Das Ideal () ist das einzige
maximale Ideal von A. Insbesondere ist A ein lokaler Hauptidealring. O
LEMMA 7.7. Sei A ein Integritditsring. Dann sind dquivalent:

(i) Der Ring A ist ein diskreter Bewertungsring.

(ii) Der Ring A ist noethersch und lokal, und das maximale Ideal von A ist ein Hauptideal.

THEOREM 7.8. Sei A ein Integritdtsring. Dann sind dquivalent:

(i) Der Ring A ist ein diskreter Bewertungsring.
ii) Der Ring A ist ein lokaler Hauptidealring, aber kein Korper.
ii) Der Ring A ist ein lokaler Hauptidealring, aber kein Korp

(iii) Der Ring A ist noethersch, ganzabgeschlossen und es gibt genau ein Primideal # o in A.

7.2. Dedekindringe

DEFINITION 7.9. Sei A ein Integritdtsring. Wir sagen, A habe Dimension I, in Zeichen:
dim A = 1, falls A kein Korper ist, und jedes Primideal # 0 in A ein maximales Idealist.

Diese Definition ist konsistent mit der allgemeinen Definition 6.4.

THEOREM 7.10. Sei A ein Integritdtsring, der kein Korper ist. Dann sind dquivalent:

(i) A ist ganzabgeschlossen, noetherschund dimA = 1.

(ii) Fiir jedes Primideal p # o von A ist A, ein diskreter Bewertungsring.

Sind diese Bedingungen erfiillt, dann nennen wir A einen Dedekindring.
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THEOREM 7.11. Sei A ein Dedekindring, K = Quot(A), sei L/K eine endliche separable Kérpererweite-
rung, und sei B der ganze Abschluss von A in L. Dann ist auch B ein Dedekindring.

BEMERKUNG 7.12. Der Satz ist auch ohne die Voraussetzung, dass die Erweiterung L/K
separabel sei, richtig, allerdings dann deutlich schwieriger zu beweisen. O

7.2.1. Die Spur einer separablen Korpererweiterung. Siehe auch Abschnitt ALG.6.2.

Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Sei x € L. Dann ist die Abbildung ¢,:L — L,
y — xy, ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen, und wir setzen Try/k(x) := Spur(g,),
und erhalten so eine Abbildung Tr;/x : L — K, die sogenannte Spurabbildung.

Seiim folgenden stets L/K eine endliche separable Korpererweiterung, und sei {oy, ..., 0, } die
Menge aller K-Homomorphismen von L in einen fixierten algebraischen Abschluss von L

LEMMA 7.13. Fiirallex € Lgilt Try/x(x) = >_1_, 0i(x).

SATZ 7.14. Sei L/K eine endliche separable Kérpererweiterung. Dann ist die Abbildung
LxL— K, (x,y)+— Tryg(xy),

eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform auf dem K-Vektorraum L.

LEMMA 7.15. Sei A ein Dedekindring, K = Quot(A), sei L/K eine endliche separable Korpererweiterung,
und sei B der ganze Abschluss von A in L. Dann gilt fiir alleb € B: Tryx (b) € A.

SATZ 7.16. Sei A ein Dedekindring, K = Quot(A), sei L/K eine endliche separable Korpererweiterung,
und sei B der ganze Abschluss von A in L. Ist a, ..., &, eine K-Basis von L mit a; € B fiir alle i, und ist
d = det(Try/k (o)), so gilt

dB C Aa; + - - - + Aay,.

7.3. Zerlegung von Idealen in Primideale in Dedekindringen

Sei A ein Dedekindring mit Quotientenkorper K.

DEFINITION 7.17. Ein gebrochenes Ideal von A ist ein von o verschiedener endlich erzeugter
A-Untermodul a C K. =

Jedes Ideal # o von A ist ein gebrochenes Ideal. Istx € A, x # 0, so ist x'A ein gebrochenes
Ideal von A.

Seia C A ein gebrochenes Ideal. Wir setzen
a’:={x € K;xa C A}.

Dies ist wieder ein gebrochenes Ideal von K.

Fiir gebrochene Ideale a, b von A definieren wir ihr Produkt durch
ab := (ab;a € a,b € b),,

d.h. als den von allen Produkten von Elementen aus a und b erzeugten A-Untermodul von K,
vergleiche Definition 2.11. Fiir n > 1 definierenwir a” = a - - - - - a(n Faktoren), fiir n < o sei
a™ := (a™")™. Wir setzen a° := (1).

BEISPIEL 7.18. Sei A ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal m. Dann sind die
gebrochenen Ideale von A gerade die Untermoduln m?,d € Z. O
LEMMA 7.19. Sei A ein Dedekindring. Seien a, b gebrochene Ideale von A. Dann gilt:

1) Seip € Spec A. Wie iiblich bezeichnen wir fiir jeden A-Modul a mit a,, die Lokalisierung beziiglich
P J p 9 g
S = A\ p. Dann gilt
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° (a+b)p = ap + bp,
° (ab)P =ap - bpr
» (a7)p = (ap) ™
(2) Esgilt genau dann a = b, wenn fiir allep € Spec A gilt: a, = by,
SATZ 7.20. Sei A ein Dedekindring. Dann ist die Menge der gebrochenen Ideale von A eine Gruppe beziig-

lich des soeben definierten Produkts. Das neutrale Element ist das Ideal A. Das Inverse eines gebrochenen
Ideals a ist a™". Insbesondere gilt aa™ = A und (a™")™" = a fiir alle gebrochenen Ideale a.

THEOREM 7.21. Sei A ein Dedekindring, und sei a C A ein Ideal # 0. Dann existieren endlich viele
paarweise verschiedene Primideale p, ..., p, und natiirliche Zahlen n; > 1, so dass
a= p;ll .. 'pf"

Dabei ist r eindeutig bestimmt, und die p; und n; sind eindeutig bestimmt bis auf die Reihenfolge.

Fiir das Einsideal ist die durch das Theorem gegebene Zerlegung das leere Produkt. Mit den
Notationen des Theorems gilt: Die Primideale, in denen a enthalten ist, sind genau py, ..., p,.

Man kann zeigen, dass jeder Integritédtsring, der kein Korper ist, und in dem sich jedes Ideal
# o als endliches Produkt von Primidealen schreiben lésst, ein Dedekindring ist, siehe [M2]
Theorem 11.6.

BEISPIEL 7.22. Der ganze Abschluss von Z in Q(y/-5) ist der Ring A := Z[,/-5]. Der Ring A
ist also ein Dedekindring. Er ist allerdings nicht faktoriell, zum Beispiel sind

2:3=(1+v=5)(1-v-5)
zwei verschiedene Zerlegungen von 6 in Produkte irreduzibler Elemente. Die Ideale (2), (3),
(1-+/-5) und (1 + \/-5) sind keine Primideale. Die Ideale

pr=(2,1+/-5),
p2 = (2,1--5),
ps = (3,1+V-5),
ps=(3,1-v-5)

sind Primideale und es gilt

(2) =pip2,  (3) =pspy,  (T+V/-5) =pips,  (1-1/-5) = p2py,

und die obige Zerlegung erklart sich als

(6) = (prp2)(P3ps) = (P1P3) (P2Py)-

Literaturverweise zu diesem Kapitel: [AM] Ch. 9,[Mz2] §11,[S] Ch. 1. [N]I §2, [Bo-A]
4.7.



ANHANG A

Literatur zur Kommutativen Algebra *

Es gibt eine Reihe von sehr guten Biichern zur Kommutativen Algebra:

Atiyah, Macdonald [AM]. Einer der »Klassiker«, der praktisch alle Ergebnisse der Vorle-
sung, und einiges dariiberhinaus enthilt. Ein grofier Teil der Vorlesung lasst sich in diesem
Buch direkt »wiederfinden«. Im Abschnitt iiber Dedekindringe gehen wir allerdings etwas
anders vor.

Bosch, Algebraic Geometry and Commutative Algebra, Springer 20173.
https://doi.org/10.1007/978-1-4471-4829-6

Ein neueres Buch, das (mehr oder weniger) die typischen Vorlesungen Kommutative Algebra
und Algebraische Geometrie (Schematheorie) abdeckt.

Bourbaki [B]. Die »Enzyklopddie« zur Kommutativen Algebra. Sehr umfangreich und aus-
fuhrlich geschrieben, wegen der vielen Riickverweise ist es aber vielleicht nicht ganz leicht,
sich dort auf Anhieb zurecht zu finden.

Eisenbud [E]. Ein relativ neues Buch zur kommutativen Algebra, das an vielen Stellen an
die algebraische Geometrie ankniipft.

Gortz-Wedhorn [GW] Appendix B. Eine Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse mit
Verweisen auf die Literatur, aber (fast) ohne Beweise.

Matsumura [Mz]. Ein sehr umfangreiches Buch, das iiber den Stoff von [AM] deutlich
herausgeht. Insgesamt knapper geschrieben als[AM]. Von Matsumura gibt es auch noch das
dltere Buch [M1], das zwar einen grof3en Durchschnitt mit dem neueren Buch hat, aber auch
einige Themen abhandelt, die sich in letzterem nicht finden.

Stacks Project’ [St]

Das Stacks-Projekt ist eine Online-Enzyklopédie, in der die Theorie der
algebraischen Stacks (ein Begriff aus der algebraischen Geometrie) ein-
schlieflich aller Voraussetzungen dargestellt werden soll. Momentaner
Zwischenstand der pdf-Datei (Anfang April 2022): gut 7400 Seiten. Das Pro-
jekt wurde initiiert und wird betreut von Johan de Jong®. Das Kapitel iiber
kommutative Algebra finden Sie unter https://stacks.math.columbia.
edu/tag/00AQ.

Zariski, Samuel [ZS]. Ein weiterer Klassiker, der aber insgesamt ein bisschen in die Jahre
gekommen ist.

Thttps://stacks.math.columbia.edu/
2https://de.wikipedia.org/wiki/Aise_Johan_de_Jong
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